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L'objet de ce mémoire est de présenter la résolution complète d'un
problème de régulation d'un système instable par les méthodes modernes
de l'Automatique en u t i I i.aant les moyens technologiques actuels
que constituent les microprocesseurs.
Le système dont il s'agit est un simple ou double pendule inversé
porté par un chariot glissant sur des rails et animé par un moteur
électrique à poste fixe. Cette expérience relativement classique, a
été réalisée au Centre d'Automatique et Informatique de l'Ecole des
Mines de Paris. Il s'agissait sur un exemple d'école, mais suffisamment
difficile, d'illustrer l'utilisation des méthodes de syhnthèse de
lois de commande (y compris l'utilisation d'observateurs, d'où la
restriction volontaire à un nombre limité de mesures) et surtout leur
mise en oeuvre digitale avec les moyens les plus économiques possibles
(microprocesseur 16 bits opérant en virgule fixe).
Nous ne prétendons pas ici innover en présentant de nouvelles
méthodes de commande. Par contre on peut dire que le but pédagogique a
été pleinement atteint puisque nous avons été confronté à de multiples
problèmes touchant par exemple :
- au traitement de non-linéarités phva.i.c ues du type frottement sec
(susceptibles d'apparaître dans tout système mécanique notamment en
robotique) qui nous ont posé des questions d'étude de stabilité asymptotique,
qui n'ont pas toutes été résolues;
- à la mise en oeuvre digitale d'algorithmes et l'apparition de
non-linéarités dues aux erreurs de troncature, à l'étude de la façon
de minimiser les effets de ce Lype par la façon de programmer etc •••
Au total ce travail nous a permis de faire la synthèse complète de
la conception d'une loi de commande à sa réalisation en passant par
les problèmes de capteurs, d'actionneurs, d'électronique et de micro-
informatique (y compris d'automatique séquentielle), C'est là nous
pensons le principal intérêt de ce mémoire de décrire un certain
nombre de ces problèmes, les solutions que nous avons pu y apporter et
les questions qui restent ouv e rt ee .
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CHA P r Ct E r
rJescriptior: de Il: \l(\canique chariot et cu tandem
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1 - Le tandem de barres.
Le tandem de barres est formé de deux barres reliées entre elles par
une liaison élastique (voir Photo n01 ).
La barre du bas est mobile autour d'un solidaire du chariot et
perpendiculaire au plan vertical (voir Pho tœ n02-3-4). Ce c ui. fait que le
mouvement du chariot le long des rails entratne une rotation des barres
dans le plan vertical. On commande ainsi le mouvement des barres par une
force ap pl Lcué e au c nar t.o t ,
Les barres sont en aluminium, elles sont creuses et ont une section
d'environ 1cm2 ; elles mesurent environ 50 cm et pèsent environ 70 grammes
chacune.
La liaison élastique reliant les barres est conc t Ltué s essentiellement
d'un ressort à boudin dont la longueur est réglable. On montrera
(Annexe A1 ) que ce dispositif écu i.v au't , pour les petits
angles à un ressort spiral de raideur réglable.
Le triangle en cura L faisant liaison entre les deux barres sert de
butées pour la barre aupéri eur-e et de point de fixation pour le ressorL.
2 - Le chario t et son O'uidage sur le banc.
Le chariot solidaire de la barre inférieure est une plaque rectangulaire
en dura I (percé e de trous pour l'alléger) de 10 cm sur 20 cm environ
(voir Photos nO. 3-4).
partie inf()rieure du chario t pourte un U en acier que traverse
l'axe de rotation ne 12 barre inférieure (voir Photo n0 3 ) . Les deux
roues dentées que l'on voit dépasser du U so nt , l'une fixée à la
barre, et l'autre à un po t ent i.omot r-e , pe r-ne ttan t ainsi une mesure de
l'angle. (Voir plus loin, § 4 - Les capteurs).
La glissière que l'on voit à la partie supérieure sert essentiellement
de points de fixation du feuillard entraînant le chariot, et de butées
pour la barre (voir Photos n0 3- 4 ) . En principe, la Darre se meut dans
un plan vertical et elle ne frotte pas contre la glissière, ni contre le
chariot.
Entraîné par le feuillard, le chariot coulisse le long des rails
(voir Photos n°4-S) Grâce à des roulettes d'environ 7 mm de diamètre







Pho t o nO 4





Ses deux extrémités étant fixées sur le chariot, le feuillard s t enz-ou.Le
d'un côté du banc sur une poulie soliciaire de l'arbre moteur, et ce
l'autre côté du banc sur une poulie libre. La Longueur- du banc o'env. ?
(Voir Photo n0 5 ) . Le feuillard est en laiton, et a une largeur de 6 mm.
Les deux poulies ont un rayon d'environ '13 run.
Le feuillard peut être plus ou moins tendu grâce à un système de
ressorts qui permet de régler la position de l'axe de la poulie libre
(voir Photo n0 6 ). Ces ressorts permettent aussi d'ajuster l'axe de la
poulie de telle façon nue le feuillard ne no nt.e pas sur les bords de la
poulie pendant le mouvement. Ceci es t facilité par le f ai t que les gorges
des po·üies sont légèrement bombées. (C'est d'ailleù.rs indispensable pour-
qu'une oo ur r'o i.e reste bien au. milieu), mais un réglage de l'axe de la
poulie est nécessaire.
Quant à l'horizontalité du banc, elle peut être ajustée par quatre vis
réglables qui constituent les pieds du banc.
-3 - Le moteur.
Le moteur est un mot eu r à courant continu pouvant supporter 10A
sous 6 Volts, et délivrant un couple de 350 gf x cm, soit 17,50 kgf xcm ,
après une démultiplication de 5.
La commande du mot eur sera explicitée au Chap. III § 2-2.
L'inertie du chariot, du mot.e.rr , des poulies est de 0.952 kg environ
(pour le mot.eu.r , il s'aGit d'une mEB3e équ iva Len t e en mouvenent rectiligne
accumulant la même énergie cinétique lue le mo t eur- en rotation).
4 - Les capteurs
4.1 - Le capteur d'ano-le
Ce capteur délivre une mesure analogique. L'engrenage en arc de cercle
(voir Photo nO"!) est solidaire de la barre inférieure et la petite
roue est collée à un potentiomètre de précision lui-même
solidaire du chariot par un axe perpendiculaire au plan v er t Lca l ,
Pour d'autres détails, voir c'ha.p , III § 2-3-1.

Ph o t o n O 7 Ph o t.o nO 8
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4-2. Le capteur de position
Ce capteur délivre une mesure numé r i.qu e,
Grosso modo il comporte un compteur jdécompteur et un au toma te
donnant le sens de déplacement du chariot.
Un disque surmontant l'arbre du moteur portant des secteurs noirs
et réfléchisscmLs exposés à deux photodiodes permet de distinguer un sens
de rotation ou un au.tre, donc le sens de déplacement du chariot
(voir Photo nOS).
Le capteur de position sera étudié en détails au chapitre III § 2-3-2






1 - MODELISATION MA"EEMATIQUE
1.1. Equations de la Mécanique écrites sous forme d'état.
1 0 1.1 Equations du modèle à une barre.
Les notations sont les su tvan t.ee :
R désigne le repère fixe par rapport au laboratoire. R = (Qxyz) 0
désigne la commande (force) appliquée au charLot ,
M désigne l'inertie du chariot et de l'ensemble des masses tournantes
en mouvement dont la rotation est liée au mouv emen '; rectiligne du chariot
(essentiellem'Olnt le moteur, les pou Li.eo ); Voir photos n04-5_6.
m désigne la masse de la barre, supposée homogène.
est la longueur totale de la barre.
désigne la vitesse du chariot.
désigne la vitesse angul.e.i.r-e de la barre.
x désigne l'abscisse du chariot, Q étant l'origine.
désigne l'angle de la barre avec la v e rtLca Le,
g désigne l'accélération de la pesanteur.
r16signe le centre cl' inertie de la barre.
d6signe le point de liaison entre le chariot et la barre.
En écrivant, dans le repère (Qxyz) : vG = ~ + GO A w, on obtient,
projetant sur l'axe (Qx:) (voir Fig.1) :






(KO ~ + i):} A ~G'
On a :
le moment cinétique de la barre en 0, KG celui en G.
le tMorème de Koenig).
, Je étant le moment d'inertie de la barre en G.
Le point ° étant f i.x» par r-ap po r-L au chariot et celui-ci étant en translation
par rapport à (Qxyz) , on obtient, d'après le théorème du moment cin6tique
soit:
(2)
Les é qua t i.ons (1) et (2) donrien t. alors :
{
(H+m)v + (mIcas 8)w - mlw2sin8 = u
(mlcos8)v + (JG+m1
2 )w - mlvésinS ~ mglsin8
l étant la demi-longueur, on a J G = ~2 •
En faisant l'approximation des peti ts angles, et en négligeant
on ob t i eo t les équations approchées su. Lvantes
{
(M+m)v + mlw = u
• 4 2·
mlv + 3" ml w = mg18
?
vS et w~
Les mesures que l'on prend pour élaborer la command e cJu chariot sont celles
de x et de 8. (En fait la mesure de l'angle est une mesure faite par
rapport à la per-pend Lcu La'i r e au banc et non pas par rapport à la
verticale. On évoouera ce problème plus loin. Pour l'instant, au ppo so ns
que le chariot soit sur un banc parfaitement horizontal.)
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où : a = 2.....!!!&
4M+m
lx = FX + Guy = HX
[
0 ° 1 0] [0 ].B'= 001 G= 0
o -a 0 g1





1.1.2. Equations du modèle à deux barres
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M, m, g, l, vont la même signification que p ré cé d e-nment , On suppose Que
les deux barres ont même Jongueur (21) et même masse. Et on suppose Qu'elles
sont reliées par un ressort spiral dont la constante cie torsion es L
On se reportera à l'annexe A1 pour la réalisation de la liaison
élastique entre les d e.rx barres.
9
1
et 9;=> désignent les mesures des angles par rapport à la
verticale.
On suppose qu e l'on mesure 91 (en fait, on mesure l'angle de la 'oar-r e
du bas avec la perpendiculaire au banc).
G1 et G2 désienent les centres d'inertie des barres.
0
1
est le point de liaison entre la barre inférieure et le chariot,
celui entre les deux barres.
désigne tou jour-s le rep',re fixe par rapport au laboratoire.
On va l~crire les équatiorh9 de Lagrange en considérant les trois
abscisses x, 91, 92 et les trois vitesses v =*' w1 =~ , W2 = :~~2 •
On a : h- (~"b -%i' = fç, où Ç, ou 9;=>.
1 = - V où -;: ciésig'le l,énergie cinétique et V l'eLersie po i.en t i e Lle ,
Avec les relations :
;(G1) .'; (° 1 ) + G~01 i\ ;;)1
;(G2) ; (02) + Gf/' ;2
;(0) =; (01) + 0;0/, ;;;'1
On trouve:
V'(G1 ) = (V+lW1cos 91 )î + (lW 1sin91 ri
;(G) = (v+21W1cos9 1+1w2cos92); + (21W1sin91+lW2Sin92 )y
D'où l'énergie
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où J désigne le moment d'inertie des barres par rapport à leurs centres
d 'inertie (J~ ~2).
L'E'inergie potentielle s'écrit :
- V = - mglcos8 - mg(21cos81 +lCos82) - t k(81-8)2
- ~~ = r E,' après calculs. et en ne gardant ou e
approchée suivante :
~VJ:+2 m3mlml,
soit, sous forme d'équation différentielle du 1er ordre :
- jo
-1A e1
On trouve que F G ont les formes suivantes
, G = [!]
Comme on mesure X 8
1,
'posons
On obtient alors les équations :
lx = FX + Guy = HX
b = 7}1~2m (~ - +)
c ~ 7M~2m (9g(:~+5rù) _ 3:;~~+4m))
d - 7)i)~2m (- 9giiM-tm ) + 3k(5~+4m) )
2ml
e = 7M~2m c?7c"l~M+m) + 3k~:~~+4.PÙ)
(8)
- 39 -
7~+2m egC~~M+5m) - 3k(:~~rm))
Les mesures que nous avons faites ont donné les v a'l.eur-s approximatives
suivantes:
= 0.952 kg
m = 0.070 kg
21 = 50 cm
La valeur de k sera discutée pIu s loin.
Et on trouve, numé r-i.iuemerrt , en fonction de k , en unités S.I
= - 1. '36250 + 3.5?7'33 k
b = 0.15138 - 3.52733 k
c = 53.95500 - 253.96R25 k
d = - 25.61500 + 253.96825 k
e = - 76.84500 + 541.79894 k




1.2. Etude du système libre
Nous allons ét"dier les pr-oprLé t.és du système libre, c'est-à-dire sans
commande appliquée. Nous allons noLarr.ment regarder les moles sœopres intéres-
sants. Mais auparavant il est utile d'étudier le système à une barre, q z i, ser-
vira d lune certaine man.Lè r-e , de "pain +: cie r-epè r e" pour le sy[~tème à
deux barres : on COMparera
8'uLe seule b ar-r e,
l'équilibre t anu em d es cieux barres à celui
1.2.1. Etude du mod81e à une barre
Il s'agit donc d'étudier le comportement de Ji = FX.
On sait que si \ est une valeur propre réelle d'ordre 1 de F, si
le vecteur des conditions initiales X(O) est un vecteur propre associé à !c,
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alors le système évoluera ::JUivant "le mode propre À-", c'est-à-dire que
l'on aura X(t) = ltx(o).





=~b. On voit alors que le système un mode instable À-
o
.
\, on a X(t) = lotx(o), et donc
À-t
e(t) = e 0 e(o)
c'est à dire que l a barre tombe selon cette loi exponentielle (au moins
dans les limites de linéarité, qui, entre au t r-ee , cernent le domaine
du modèle).
Cette chute exponentielle qui co na t i.Lue le rode propre instable n'est
évidemment qu'une partie caricaturale de la réalité, car la solution X(t)
c e l'équation A = FX est (;videmment une combinaison des modes. Pour
avoir exactement cette chute exponentielle, il f'au t que les conditions
initiales soient v ec t e.u- propre associé à \0'





Alors le mode instable A
o
est obtenu si Les conditions initiales
satisf ont:
À t
Dans ce cas, on a X(t) = e 0 X(O), d'où chute exponentielle de la barre
(chute 8
0
io, immobilité instable sinon).
Tandis que le mode stable - \0 est obtenu pour :
{










Ce mode stable, Qui correspond à X( t) ob 0, est obtenu donc pour des
viLesses initiales qu l, "redressent" la barre (va> 0 pour 8
0
> 0).
Il est évideY'_t que, dans la pratique, les conditions initiales ne






à la valeur propre double nulle, c'est
et toutes vitesses nulles ainsi que 8(t)
On peut par ailleurs résoudre co r.p Lè t euerrt 51: = FX. On trouve alors
et a8 aw
x(t) =-~ Ch(\t) - bÀ.: sh(;\t)
+ (vo+~)t + (x
o+
:80 )
et l'on peut vérifier sur ces équations les résultats précédemment énoncés à
propos des modes propres.
Souvent il n'est pas utile de rE;,joudre X = FX (comme ci-dessus où l'on
n'a donné les solutions qu'à titre cj'exemple), l'évaluation des valeurs
propres de F, d'où les modes propres du syst8me suffit pour se do nr.er-
une idée du cors po'r t eaerrt du système. Ce n'est néanmoins Qu'une
appréciation qualitative, la réalité étant ur.e corab Lna i ao ns de tous les
mn.ie s , Une telle appréciation qualitative de la réalité peut perfois
donner des renseignements Ln t ér-eaaante , plus ou moins ouanti tatifs.
Not amment dans le Cas du modèle à une carre, on a :
ce qu : montre que, entre deux barres de 'l:ê,~e masse et de longueurs
d i f'f'é r-en t ee , c'est la plus courte qui est la p l.us instable.
On peuL aussi comparer l'instabilité de deux barres de Lorigueur-s
différentes et de JYiE!lme mann e l Lné Lou e I-l (j.Lcffi/l).
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et on peut voir que À.~(l) est une fonet Lan décroissante de l.
Ainoi une barre courte est plus difficile à stabiliser qu'une barre
lonc;ue faite du même matériau, ce q.LÜ est i.ntuiLivement pr-év i a Lb Le ,
1.2.2. Etude du modèle à 2 barres.
Comme on le verr a ci-après, le comportement ciu système à cieux barres
dép~,nd de la constante de torsion ,,, du ressort spiral. Au lieu cl '''tullier
en fonction cie k , on étudier en fonction rapport o Lmer.s Lon
k f,ngl = 0: , qu i, re,:rôsente Le rapport du monerrt d.e rappel ex er-cé par le
ressort sur le moment (ie chute d e barre du haut.
1 .2.::'.1. va Leur-s pro or-es , Approximation i - 0 .
Le po Iynôme caractéri.stique de "B' s'écrit:
On peut remarquer que a et b ne figurent pas dans cette
équ.ation, s eu Ls figurent c , d , e, f, coefficients qui correspondent aux
, 82, w1 , Le po lynôme du 4eme degré es t en effet le po Lvnômo




Alors que la valeur propre doub le 0 corres pond à la dynamique du
seul (cette valeur propre ciouble existe déjà dans le cas d'une barre,
cf. §1.2.1)







ce qui aurait mieux fait apparaître la forme de la
matrice F, d'où une d i v i.s i.on naturelle de l'état en (x,v) d'une
part et les variables angu La i r-eo de l'autre.
ci
dt [:1 [~ .: ~1W1 0 cOd 082 0 0 0 0 1
w2 0 f 0
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1.2.2.1. Valeurs pr-o pr-ea , Approximation n;1vI _ ':.;
de Ji' sont la valeur propre double 0 et les racines
du po Iynôme + cf - de.
Afin d'étudier par-amé t r i cuement en fonction de a = k/mgl, tout en
simplifiant les calculs, nous allons négliger la masse m des barres devant
la masse N du chariot.
Négliger rn devant l"l, c'est numériquement néeliger 0.070 ke; devant
0.952 kg. D'autre par-t cela veut dire que la chu t.e des barres ne ê.onnerait
pas d'accélération au chariot, car (cf. équations (6), (7)) on il :
et faire l'approximation m/ÎII- 0 conduit à a = 0 = b. Cette approximatior
(qui sépare les variables x,v d'une part et ,8
2
et Leur-s dérivées
d'wItre part, simplifiant ainsi les calculs) se très justifiée
physiquement du fait que, à caus e du frottement sec important, la chute
des barres ne fait pr-at.Lquement bouger le chariot. (Le frottement
sec oon t on n'a pas tenu compte dans ce modè Le linôaire sera pris en comQte
dans La commande, comme on le verra plus loin).
Avec cet te approximation, les coefficients a, b , c , d , e et f
introduits au § 1.1.2. s'écrivent
et b ~ 0
c = --ft- (6-5ex)
e = --ft- (-9+11 a)
(-3+5a)
f = -df- (8--11ex)
Et ainsi les valeurs
caractéristique efJt
des barres seules (dont le polynôme
sont les racines carrées de
<= -dt- [7-00:-2 16~2_21 a+7J
À.; =-df- [7-80:+2 16\lcl-21a+7J (g)
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1.::'.2.2. Les modes propres.
a) Tout d'abord il yale mode propre corresponclant à la valeur
propre double O. Dan: le cas du modèle à une barre, la valeur prOl?re
double 0 correspond à l'immobili té du chariot, la barre é t an t verticale.
Ici intervient la valeur de la raideur du rem10rt. (x(O), 81 (0 ) , 82 (0 ) ,
v(O), w
1
(O) , w2 (O) ) est un vecLeur propre si
On voi L donc que, si La raideur du ressort n'est pas telle que les deu.x
expressions ad-bc, cf-de so i ent nulle:" en même temps, alors on se
retrouve comme dans le modèle à une barre avec l'équilibre:
x = ete, 8
1
'" 0, 82 '" 0 et vitesses nulles. !>Tais comme on va le voir
ci-après, il exist e une valeur du ressort qui assure ad-bc = 0 = cf-de.
Le mod e propre y sera étudié.
b) Intéressons- nous aux modes propres du système des deux
barres seules.
Les conditions initiales (0), w1 (0), 82 (0 ) , w2 (0 ) ) forment
un vecteur urODre asuo e Lé à À, où es L racine du polynôme
A2_(c+r)A+c~-de :
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La résolution de ce système amène à considérer les cas
Ci) 71. = 0
(ii) d = 0
(iii) 7I.:J 0 et d:J o.
(i) Cas où 71. = 0
Cela v eu c dire que le po Iynôrae A4_ (c+f )A2 +cf-de possède une racine
nulle, soit: cf-de = O.
En se reportant aux valeurs de c , f , d , eau § 1.1.2, sans
l'approximation on trouve que cf-de = 0 est équivalente à: 0: = 3/4.
Et, avec ex on trouve que: c = 3d (sans approximation). Alors,
on voit que, pour raideur k = t mgl , on a une valeur propre nulle,
et le vecteur asscc té à cette valeur propre est défini (à une constante




(0) = w2(0 )
82(0) = - + 81 (0) = -381 (0)
Si l'on regarde aussi les variables x et v, une condition initiale
(xo,v
o) est associée à la valeur propre 0 si
D'où 82(0) = - -; 81 (0). Mais cela n'est pas contradictoire avec
82(0) =~ 81(0).
En effet, d'après les relations (S), on trouve
a = 2(7~:~m) (-9+40:)




d'où, le rapport, sans approx imation : ~ = -~~~ •
Et donc, pour a = t ' on a bien ~ = 3 = ~ (= 7)·
En résumé, pour la valeur de la r-u Ldeur- du ressort k ~ t mgl, les
condi tions initiales :
• x(O) quelconque.
(0) quelconcue et 82 (0) ~ -381 (0).
vitesses nulles.




et toutes vitesses nulles.
1
1






C'est-à-dire que Je chariot est immob ile et les barres en équilibre,
co nfigurrlt ion 82 = -381. Ceci était diffici lement prévisible.
Evidemment , ni la valeur exacte du res sort k mgl n'es t facile à r(~ aliser,
ni la condi Li-::_l ini t l a Le 82 = -381. Ce qui que cet équilibre ne
pourrai t être visualisé pratiquement. On verra de plus que cet état
n'est pas commandable, c'est-à-dire que toute commande appliquée fait boue;er
le chariot mais laisse le t,mdem dans l'attitllde 82 = -381 même si ces
deux ans-Les éV:Jluent dann le t.enu.e ,
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(u) Cas où d = O.
On a, à 'après la valeur exacte de d , cl = 0 lorsque:
L'6quation (10-2) donne alors : cel (0) = ,,281 (0).
Or, dans le cas d=D, le polynôme caractéristique devient
Avec ,,2 = f i' c, on a alors 81 (0) = o.




alors que 82 (0) n'est soumise à aucune contrainte (à part la relation
entre 82(0) et w2(0 ) qui assure le mode propre).
Ainsi le mOŒpropre associé est tel que barre du bas soit verticale
et LmmobLLe alors que la barre du haut tombe selon 82 ( t ) = eÀ.te2 (ü ) .
Bien entendu, ceci n'est valable Que dans le domaine des petits angles.
/)C1m"
1 a ~ 3/'6 (m/M"'O)
Fig.4
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Si l'on regarde aussi les variables x,v,









a6 1 (o~ + b6 2(0) = À.vo
d'où b6 2 (0 ) = À. xo• ;:>
Po.- xodonné on a : 62 (0 ) = (À.-;b)xo et vo=À.xo'
La barre du haut chute mais la barre du bas
reste verticale.
On prévoit donc, que pour un ressort de raideur k proche de i- mgl
le système n'est pas observable (plus exactement la valeur de k telle
que d=O). En effet, seule la barre inférieure étant observée on ne peut
être renseigné dans ce cas sur l'attitude de la barre supérieure.
(iii) Cas où \ .Jo 0 et d f O. c'est-à-dire k -1 t mgl et
-1 (3!~) Illgl(:I[+m/2)/(M+4m/5).
En partant à'une condition initiale vecteur propre, d'après les
relations (10) le système évoluera selon :
(0)





", () ", (c)
°2 1 , ) 81(
w? () - \8, ( ~ )
(11.1)




(1.) :;; 1.43 8
1
(1.)
8? = -~ 8
1
(1.) = -2.20 81 (t)
Dès que 0: > t ' on a ~ À.~ < 0, d'où un mode oscillant.
Au-delà de la valeur ~ on Cl un ressort "raide", et en-deçà cie 3/4
un ressort "souple".
Pour ce mode, on ob Lient
8 (t) = -30:+1 + 2V160:2_21rx+7 8 (1.)
2 50: - 3 1






Ces modes sont représentés à la. 'hg.5.
1.2.-)0 Com-paraison avec le modèle à une barre.
En prenant l'approximation iN 0, la valeur propre inBtable du modèle
une barre est
1















Li n r t.ab Le)
Fi g. 5 (b )
02 = Eh
in sta ble
·Poura =O À~ • f (1_2 7 ) :\.~ = 0.48 À~
Ai Illi1 l e eod e " 1 e~ 1. mcLna Lna tab Le qu e le mode "0' alors qu e l e
mode :\.2 lle8 t plus .
Pjua pr é c i sément , l ' inst ab ilité du mod; " 1) es t ~mparable 8. c ell e
d 'une barre av ec la v al eur pr op r e 0 .4 8 "0 ~ T ~, c ' es t-à-d i r e
coœpa r-ab Le à l ' i U8tabilitd d ' un e b ar-r e d e I ongu eu z- t:lultipl1é e pr-e s que
par deux (1/0 . 48 ) ( ins tabil i t é eo tne g-a nda qu e c ell e d 'une ba r r e
eeu t e },
bar~:o:: ~:~:~:::~~~ :év:: ~:; (:~nc~:::::::1;1~8C:::d: ' une
qu e c el l e d 'une barre s eul e) •
• Pour <1_ +"" (,,~,A~ ) - - ""
(";A~ ) - 1/2
Le mode " 1 est un :oode o3 c illant (!I. ~ < 0) .
Le no d e "2 e llt comparab l e au mode Lnateb Le d 'une barre d e longue:.lr d0 11b 1e .
I l 3 ' a gi t en effet d ans c c C1L9 dr a ne b a r r e doub l e pr esque rigide .
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1.3. Commandabili té du système
Nous allons appliquer le critère de Kalman pour tester la
comrnandabilité du système à partir de l'entrée u ,
Rappelons que, avec l'état X = (X,81 , 82, v, w1 ,
F= lO Ij
F1 °
Notons que l a relation q = -3r
Il s'agit de voir si C-
On trouve :
où F1 J~ a:J et g1 -/- ~1lOf r 1
- J
~~O.




Lg1 : ° :
Ainsi, étudier le rang de C- revienL à étudier le rang de (g1' F 1131 '
qu L est une matrice carrée de dimension 3.







= r (-3c+d)c + (-3e+fk
(-3C+d)e + (-3e+f)f
Ainsi, pour cette valeur particulière de k , on a :
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est un vecteur co Li.r.é a i.r-e à et par conséquent la
matrice (gl'
de rang 4.
) est de r-ang 2, et la de commandabili té C-
Si ~ cft mgl, F1e;1 Tet
(a c e)~ et (0 d r r', et
appart l eanent au plan engendr-é par
cl' être colinéaires si
mgl et o t.ud i one le rang de
voir si g1 appar-t i.en t ail F1g1
oue les équat.uons lJe la l-!ôcanique ôtablies "'U §1.1.2 (nt
-3c+<1 ~ -3(-3e+f). T'lais en remplaçant c , d, e, f par leurs expressions
en fonction de m, TV[, I , g et k établies au § 1.1
cette relation n'est vérifi';e qUe/polIr la valeur k
peut être assuré que F1[;1 e~ Fj g1 [le dans le
plan engendr~ par (a c e)' et (b d
F~g1 sont colinéaires uniquement dans le cas où
ce qui a donné la forme d'équations d'~tat








c'est-à-dire que L'on a : F
1
c A- 1B 13"1 = A- 1 (e1 ).
D'où: rg(g1' F
1
g1' ) = rg(e
1
, BA- 1 (e1 ), BA-
1BA-1 (e1 ) ) ·
Or, d'après la forme cle 12. mat r i.ce B, on vo i t oue n'ap part ient pas
à l'liB. El comme on sait que dans ce cas k f:. i mgl, vecteurs F1 g
et F2g sont indépendants, donc aussi les vecteurs BA- 1 (e 1 ) et13A-1B~_-1 (e
1
), on en d~dUiL que e 1 n'appartient au pLan engendré
par ces deux vecteurs.
Ainsi le rang étudié est éGal à "5.
Conclusion: La paire (F,C) est complètement commandable sauf si k = ~ mgl.
C'est la~ <raleur de k pour laquelle le système n'est pas complè-
tement commandable. Dans ce cas, le sous-espace commandable est de dimension 4.
Nous nous p l a ço na da ns le cas où k = t mgl , Nous savons qu'alors
Mais au Lt eu ri 'exhiber directement un sous-espace non commandable de
dimension 2 pour l'état (x 81 82 v w1 w nous a.Ll.o ns étudier le
prob lèrne sur la paire (F 1 ) qui es L d irnension '3, et rous allons
déduire, par un calcul la solution du problème en dimension 6.




et nous cherchons une matrice P inversible, telle oUe, en posant
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on aiL
[, l IX X :] 1::1!d X 2 1 ~IX X
dt
x) J ~ a
F1 !?;1
Soit cp l'application linéaire de R3 R3 dor.t, la matrice par
rapport à une base (e 1, e2, e3) de es t F1 " Il es t clair que
Imcp est de dimension 1 et qu'un vecteur de base de Imcp est
Cb!c)e1- 3e2 + e3" Tand i s qLle Kercp est de dimension 2 et qu'une base
de Ker cp est ccns t i.tuce des deux vecteurs e1 et e2 - 3e 3"
Ainsi, si on pose:
e1 = e1
ë 5 = e2 - "i e3
ez = (b!f)e1 - 3e 2 + e3





sont dans Kercp, tandis que e2 est dans Imep qui est
de dimension cp(e?) est proportionnel à Ê!2 ; et le coefficient
de proportionnalité -Sf esL ob t sr,u co mn.e étant la trace de F
1
(cf(12)).







(Ê!1' ë2 , ë3) , c'est-à-dire si l'on porse :
l: :;f J
c ?-, l~J ·on t rouv e , " - r-'F,
:8\ est connu d'avance, donc nous ne calculerons pEf1 P- 1F1F, par contre
il est nécessaire de calculer p-1 g1 = Cl pour voir si l'on a ~11 r 0,







J-1/S , et avec
-3/8
Avec k = } 1'1\C;1, on a p - ~ = N~2m:f. 0; on a par ai.Ll.eur-s r,j:. o.
En résumé, si l'on pose :
'l1 = x 1 + ~ (3x 2 +x 3)
1'2 = - ~ (3 x2+x3)
][3 = - ~ (x2+3x3 )
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alors, on obtient la dynamique:
i 2 = (-8f)x2 + ru
~'3 '= 0
Et il est clair que
Ainsi, nous aVO~,3
paire (F 1 ,G'1 ).
Pour (F,G) ou
il suffit de poser
x 0 FX + Gu
1
8" es L no n Commandable.









c x4 = (p - ~)u
~2 = x5 = (-Sf)x2 + ru
X
3
= x6 -r- 0
Et ainsi il est clair que x3 = - *(8 1+382)
oornmandao les, alors que :
X1 = x + ~f ("381 +8 2 )
11'2 = - ~ (381 +82 )
G =
x'3 sont des états non
et Leur-s dérivées sont complè Lement









et en calculant le rang de lu ma trice de co mmand ab i1i té. EL, corrune
on l'a vu pour (F,G), étuclier le rang de 13 matr i ce cle ~onunandabilité
revient ici, à étudier le rane; de
Ip-br/f 0 l
lI' _sfrJ
qui ee t évidemment de plein r-ang puisque p-br/f i- 0 et fr i-O.
On ains i vérifié la complè te commandabilité de (~1' ~2' 51:1 , 5:2 ),
InterprÔtation : Du fait de la complèle cO'lllllandabilité de (2'1' ~/' i'l' ~~,
'~es quatre variables peuvent être amenées à zéro par une :''''eulation
appropriée. Par conLre reste constant (cf. jj\) et varie à
vi tesse uniforme et ne donc pas vers zéro. Si
~ 0, so i L si 81 (0) + 3 82(0)~ 0, dam ce cas (pratiouement
à mettre en évidence car il s'agit d'un phc5nomène instable)
le chariot serail t.mmobi Lt.sé la r6gulation avec les barres
co nf'Lgur-a t io n 36 1 + 62 = 0 (cf 2'1 = 'lé;; ~ 0).
1.4. Observabilitc5 du système.
0"1 'la étudier l'observabilité à partir des mesur-ee de 8
1,
1... 0 0 0 1 0 0]-o 0 0 0 1 0
Ji' = lO 0 0 0 0 1
o a b 0 0 0
o c d 0 0 0
o e f 0 0 0
matrice d'observabilité esl représentée sur la Fig.G.
On s'aperc;olt sur la malrice a'observabilité que, structurellement
x el 6
1
sont observables "en 1 coup", v et w1 "en 2 COUP8", mais 62
"en 3 coups", et à partir à la rois de la mesure de x et de
Comme b et d ne peuvent pas être simultanément nuls (d'après
valeurs au § 1.12), 62 eslobservable, (même a eu Lemen t à partir de
mesure de x car t.héo r-Lqu emerrt b i- 0 ; on en reparlera plus loin).
w;; est observable en 4 coups, toujours avec l'lwpolhèse
sont non nu Ls ,
En calculant le :rang de 0, on voit qu t ef'f'ec t iv emerrt le système ee t









Or on a vu que, si on fait l'approximation i ~ 0, alors on a
~ 0 = b d'une part, el, d'autre parc il existe une valeur de la raideur
du ressort k ~ 0.6 mgl (exactemed k = )mgl (M+m/2) /5 (M+4m;5)) qui
annule la valeur cie d ,
On a remarqué que si le l'roltement sec est important, ce qui est notre
cas, il se:nble raisonnab le d'approximer b ~ 0, mise à part l'approximation
i ~ O. (Rap:g e lo n s que ..j = ae 1 + be2 et b représente donc l'influence
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du no uv eraen t c e la barre du haut sur l'accélération du chariot).
Il en résulte donc que, pour k = 3mgl(M-tm/2)/5ÜI+4m/5) "" 0.6 DEI,
82 n'est pr-a't iq uemen t pas ob s er-v ao Le (nuoicue, théoricuement il l'est par
la mes ur e de x). On se rappelle q u e , pour cette valeur de k, la
barre du bas est verticale, indépendamment de la v a l eu r de l'angle 82
(dans un morle propre, le mode /\'1). On voit bien qu 'on ne peut "o!:Jserver"
82 à yartir de l'angle 81 =,0.
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2. Synthèse de la loi de commande
2.1 . Généralités
2.1.1 •.Point d'éguilibre
Le but du problème est de maintenir le tandem de barres à la verticale,
le chariot étant à une position-consigne sur le banc. Cela est théori-
quement possible, car les équations de la mécanique s'écrivent
(voir § 1.1.2) :
donc un point d iéquilibre possible est x = o-!:e = Xc et, les angles et
vitesses nulles. (avec la commande nulle auas i.}, Ceci, bien entendu à
candi tion que la raideur du ressort soit différe nte de i- mgl ,
(voir § 1.2.2).
On chercherait donc à agir de telle sorte que la variable d'état X
tende vers Xc = (xc,o,o,o,o,O)'l' à l'infini. En fait, si on se reporte
aux équations de la MécaniQue, on constate qu'elles ont été écrites dans
un repère (Qxyz) où Q, qui est l'origine de l'axe des x en particulier,
est arbitraire. Autrement dit, l'opérateur choisit librement l'origine
des x sur les rails.
Cela revient donc au même que de se donner pour but de ramener x( t) à
Xc = 0, l'origine "flottante" étant choisie par l'opérateur.
l1atériellement les chos es se passent ainsi : l 'opérate'.lr donne au
capteur de position une origine arbitraire. la commande programmée
ramène le chariot à cette origine (et les barres à la verticale). Si
l'opérateur veut changer d'origine, il donne au programme la valeur
désirée xc' qui sera la nouvelle origine, et donc la nouvelle v a l eur-
de x sera x = si X
o
est l'ancienne. Et, le programme
qui doit ramener à zéro, ramène bien l'ancienne abscisse,
à xc. Si l'on veut, l'entrée de Xc est un changement d'origine, et
fait partie d'un "sous-programme", alors que le "programme principal"
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ramè ne tou jours l'ab s ciss e à O.
Ainsi, dans la suite, Le point d'éqlülibre à atteindre sera pour nous
X = O. La prise en compte de Xc fera partie de la programmation.
2.1.2. Synthèse par obse,rvateur - régulateur.
En supposant que la raideur du ressort soit différente de 1- mgl
et )nglÜI+n/;:');5(:'I+4m/)) le système est comp.lo t e-ent command ao Lo et ob s ervao Le ,
On fait alors la synthèse classique nu.r "observateur-réguluteur"
(cf [1J, [2J [3J).
La paire (F,G) étant complètement commandable, il existe une
matrice C telle que F-GC soit stable. Ainsi la commande à réaliser
serait u = -CX et le système différentiel X ~ FX + Gu deviendrait
X = (F-GC )X, qui tendrait vers X
oo
= O.
Ne disposant que de deux mesures, soit deux composantes de X sur 6,
il est nécessaire d'estimer les autres composantes. On fabrique alors
un observateur X, satisfaisant à :
x ,~ FX + Gu + K(y-m)
où la "matrice de gains" K est à déterminer.
La paire (H,F) étant complètement observable, on peut déterminer
la dynamique de F-KH de façon arbitraire. C'est-à-dire qU'il existe K
telle F-KH soit stable. En effet, si l'erreur entre l'état et l'estimé
est X= x-x alors Xa la clynamique ~= (F-KH)X et donc l'erre'J.r tend
vers zéro. Pr-a t Lqu e-nen't , il est souhaitable qu'elle tende vers zéro plus
rapidement que l'état afin que les transitoires d'estimation s'effaceJ'ü
devant les transitoires de r6gulation.
En f'a i t , en pratique, tendre vers zéro asym pto t i.quement signifie
avoir une moyenne nulle avec un écart plus ou moins grand par rapport à
zé ro (petites oscillations). En effet, dans la réalité intervierment
différentes perturbations telles que bruits de mesures (bruits dus à la
fois aux signaux analogiques, et aux erreurs numériques), erreurs de
calculs (dus aux t.r-oriczrtur es }, perturbations mécan Lqu es (fro ttements sur
les rails, les poulies, les engrenages ; rugosité non homogène des rails,
en somme des inperfections mécaniques) qui sont sans doute responsables des
oscillations. D'ailleurs le point d'équilibre à atteindre étant un
équilibre mécaniquement instable, il semble normal que, pr-a t Lqu ernerrt , on
ait "à l'infini" des oscillations autour du point de consigne.
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Si la comnand e est robuste, le point d'équilibre à l'infini peut être
indépendant des erreurs permanentes du type: erreurs d'identification
(erreurs sur les paramètres mécaniques, électriques), certaines
erreurs de modélisation (modèle statique d'cl moteur par exemple). Quant
au biais de mesure, nous en parlerons plus loin.
2.1.3. Quelques remaroues sur l'application de la synthèse en continu
à une mise en oeuvre numérique.
Nous faisons une synthèse en continu et nous appliquerons la commande
trouvée par une mise en oeuvre où la commande n'est pas continue maLa
constante '[Jar morceaux. Quelques précautions sont à prendre pour le choix
du pas de discrétisation.
D'abord il faut remarquer que, sur un pas de discrétisation, le
système que l'on cornmanô e par une commande constante évolue en boucle
ouverte. En effet, si u(t) =u pour t E.[nh,(n+1)h[, l'état X(t)
évolue selon:
x(t) = FX ( t) + Gu
Et donc sur chaque intervalle [nh, (n+1)h[, ce n'est pas la dynamique du
système bouclé F-GC qui importe, mais c'est la dynamique de F qui
gouverne l'état.
Ainsi, si le pas de discrétisation n'est pas assez fin, on risque,
en examinant le discrétisé de l'état, de croire à une évo Lut i cn "convenable"
de l'état, alors que celui-ci peut réagir de façon violente si
va.l eure propres instab les.
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La fig. 1 donne une illustration de ce phénomène. Notons que le modèle
discrétisé "exact " représente convenablement la position du système
aux ins tants de discrétisation seulement.
~'lais d'un autre côté, il ne faut pas prencire Le pas trop fin non plus.
Par exemple, dans notre cas, l'actionneur a un certain temps de réponse,




Un pas trop fin risque d'entraîner une commande non constan te sur la
majeure partie de l'intervalle de temps. En gros, plus le pas est
large, plus le système "oub lie" les phénomènes rapides. Ces phénomènes
transitoires ayant été négligés au stade de la modélisation, cette
approximation sera justifiée à condition cie ne pas travailler à des pas
d'échantillonage où ces phénomènes redeviennent perceptib les.
La f'o r-ma'lLs at Lon de cette technique d'approximation où l'on approxime
les phénomènes dynamiques les plus rapides (et stables en boucle
ouverte) par leur état "d'équilibre" a été faite par la théorie des
perturbations singulières (Kokotovic, 0' JVlalley). Il existe des contre-
exemples où des lois de commande utilisant un feedback sur la sortie
non filtrée sur laqaelle interviennent d i r-ee t emerrt des phé nomè noe
rapides déstabilise nt le système (alors ou'il devrait être théoriquement
stable sur la base du modèle approché). Cependant ce genre lie phénomène ne
peut survenir que lorsqu'on utilise une co mnand e analogique (temps continu)
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ou lorsqu'on s'approche suffisamment près de cette situation en commande
digitale (utilisation de pas de discrétisation comparables aux durées des
transitoires des phénomènes rapides négliÉiés).
Tous ces ennuis sont également évités si l'on n'utilise jamais de
feedback direct sur les sorties non filtrées. Autrement dit, l'utilisation
d'observateurs réduits n'est pas a o uh a i t ab Le , C'est pourquoi nous
avons évité cette t echnIoue (qui n'aurait pas requis d'inclure les états x
et 81 direr:tement mesurés dans notre observateur). De toute façon,
lorsqu'on écrit la synthèse complète de l'algoritilme de commande en
discret, on se rend comjt e qu'il nous faut en fait un prédicteur à un pas,
et non pas seulement un filtre de l'état. Ceci est dû à la présence
d'un délai introduit par le calcul qui n'est pas aussi "instantané"
qu'en anaIo g i.q.i e,
Le compromis sur le pas de discrétisation que nous avons soulevé
ne relève pas ct'un souef de précision numérique. Nous évocuer-ons les
problèmes d'ordre numér i.qu e liés au pas de discrétisation au
Chap. III §1.1.1. Une autre borne inférie,Œe du pas de discrétisation
proviendra des problèmes de finitude de la Longueur des mots de
l'ordinateur sur lequel la loi de commande doit être mise en oeuvre.
Enfin, nous avons donné à l'Annexe A3 l'exemple d'un cas où le
discrétisé exact d'un système continu commandable et observable n'est
ni commandable ni observable.
On voit donc qne, quand on passe système continu au système
discret, il y a certaines précautions à prendre. A notre Ni'],
validation par des simulations numér Lc uea cl'clUe loi de commande doit de
ton te façon bien prendre en compte le phé nomcr e de commandes constantes par
2.2. Le régu.lateur
En supposant que L'état X est accessible, on ch et-c ne un retour
d'état 11=- G X qui stabilise le système. Dans notre cas u sera de
la forme:
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pour trouver une telle matrice C stabilisant le système, nous adopterons
la synthèse quadratique.
Rappelons-en le principe. (Pour plus de détails voir [3]).
On cherche la commande qui minimise le critère qu adr-a t i.qu e
J~XlQX+UlRU)dt
o
où Q et R sont respectivement des matrices pos i, tive et définie
positive, (dans notre cas R est un scalaire). On démontre que,
si (F,G) est complètement commandable, si (D,F) est complè t eraen t
observable pour une matrice D telle que Q = D'D, alors
10 Min JtOC (X'QX+u'Ru)dt est obtenu pour
u 0
u ~ _R- 1GlP*X, où p* est la plus grande solution de l'équation
de Riccati algébriaue :
F'P + PF - PGR-1Gl-P + Q = O.
20 Cet t e commande stabilise le système, c'est-à-dire que, avec
x = (F-GC)X es l, stable. _
Quelques rema.rques sur la mise en oeuvre prati9..!l.ê.
de la synthèse quadratique.
La minimisation du critère quadratique n'est en fait pas notre but
principal, qui est celui de la stabilisation. C'est ainsi que nous devons
choisir les matrices Q et R pour arriver à une stabilisation
"satisfaisante". La synthèse quadratique permet, en effet, par des
"ajustements" succesdil'" 1e nod i,' _ ,r le compoz-t ement du système bouclé.
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Pratiquement, on se donne au départ des "pondérations" arbitraires
Q et R (qui bien sûr oo iv er t respecter les conditions de positivité
sur ces matrices), puis on calcule le p* correspondant, d'où la commande.
Cela permet alors une simulation du système bouc.Lé , Si une v ar-i ao Le
pr-é s er t e un "overshoot" trop grand, le remède est alors d'augmenter la
pondération correspondante. Si au contraire on désire augmenter la
valeur moyenne d'une variable (pour plus "d'harmonie" entre les variables
dans le·,.r convergence), on diminue la pondération correspondante;
par exemple, en diminuant R on obtient une commande plus forte, et la
position d'équilibre est plus mpidement atteinte.
On peut remaro,uer que, comme R agit sur la commande, une .ncd i.fi co t-i.cn
de R change à peu près le comportement de toutes les variables d'état.
On peut dire que, grosso modo c'est le rapport Q/R qui gcuv e rr;e le
comportement du système bouclé.
La synthèse ouadratioue ne permet [Jas le placement des pÔles, mais
grâce à des simulations on peut "ajuster" pe Li.L à petit le comportement
du système boucLé ,
A notre connaissance, il n'existe pas de méthode pour placer les pôles
du système bouclé par un choix des pondérations. On peut cepdendant
choisir une région spécifique où l'on -irSsire localiser les pôles.
(Kaoya Kawasaki, Etsujiro Shimemura, 83 [4J).
2.3. L'observateur
Pour- cho Ls a.r le gain K de l'observateur nous avons adopta la
méthode du placement de pôles pour la matrice F-KH. Le filtrage de
Kalman donnerai t un c ho i.x optimal de K ma, s il suppose la modélisation
der" perturbations Le dyc.a.miaue et bruits ne mesure bruits
,le COV G.I-iances connues. Dans notre cas Les per t.u rb a tions
J.yna'llique sont mul commes et certaines sont d i f'f' t c i Lemerrt
des bruits blancs (Les frocternents par exemple).
On a vu que Les dynumques du chariot ci 'une part et du tandem des
barres d'['.U-t:re sont uratiauemenL indénendanLes (cf.§1.??), ce qu i,
arnèr e à cllercber K oe la forme suivante: (l'élaL étant













Pour le modèle à une barre :
Le po Lynôme caractéristique de
pour le modèle à deux barres
pou r- le modèle à une barre
D'où il résulte cuela stabilité de F-KH est assuré si
~our le modè le à deux barres.
Le pLoLynôrne caractéristique de
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On peut choisir les racines du polynôme du 4e degré, puis en déduire
les coefficients k
e 1 , k w1 ' k w2 '
Pratiquement, pour la llêterm:Lnal;ion de K, nous choisissons les valeurs
propres de F-KH telles que les vitesses de
su i t es C;;:n) et (X
n) drifi.n'i es respectivement par et
X
n
+1 =(F-GC)Xn soient "raisonnables". C'est-à-dire que nous recherchoLJ
une convergence rapide de (X
n
) tout en respectant le compr-onri s
"stabilité_précision" •
2.4·. Le biaiD de mesure.
Les appareils de meau r e peuvent présenter un biais : leur zl~ro présente
un décalage permament pa r rapport au '~éro abeo Lu de la crande'l.r physique
mesurée. DiES notre cas, même en sup po s ar.t que le banc su r lequel se
déplace le chariot soit parfaitement horizontal, le zéro que dorme le
ca p t e.rr d'angle ne coïncide pus avec l'angle nul rapport à la
verticale du lieu.
Nous allons mettre en évidence l'effet d'une mesure biaisée sur
le comportement asymptotique du svs tème, puis nous allons en présenter le
remède classique qui cons in t e H recon.stituer le biais (donc
modification du capteur).
Pour plus de simplicité ôans les calculs, nous LOUS restreignons à
l'étude du modèle à une barre.
2.4.1. Effet du biais de mesure sur le comportener:t as','mptotigue du
système.
Rappelons que les équations de la Dynamique du mocè Le à une barre
écrHes dans un repcère (Qxyz) du laboratoire sont: (cf. §1.1.1)
avec a, b, g1' 1':2 > a
Le zéro 1e x, c'est-à-dire l'origine 12" est fixé par l'opérateur.
Le zéro de e correspond l'angle nul par rapport à la verticale du lieu.
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Fig. 1 .
Nou s ap pe l Ler c na e
mes
La ve Leur- mesuré e Ge l 'angle , qui pcée e nt,e
u n bia i s De par r a ppo r-t à l a va l eu r NIell e .
Qua nt à x , un "zé r o abs olu " d e x n 'a pas d e s ens , l ' or igi ne Q
é tant "flot t an Le" , var iab l e d ' une e xpé r i enc e à l 'au t r e pu i s que lib r eme nt
dé t er mi né e par l ' o pé r a.t e clr . Pr at i qu ement, nous nous fi ons à l a va leur
don né e par l e ca pt eur d e pc a t cLon pou r dire si l e ch ar i o t es t bi en à
" l 'o rigine " ou paa , Ains i nous su pposo ns qu e , pa r r a pport à l ' or i g i ne Q
dé t er mné e par l ' opérat ellr , l e ca p t eur d e po s i tion ne prés ent e pas d e
b iais . Et , nous pos ons ae uï.enen t
t an dis que "mes
La 8 ta.b ili s at i on Qui n00.l8 t n t ér eee e es t c ell e que do nn e , à l 'infini
(vecteur biais de mesure.)
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Montrons que ces objectifs ne sont pas atteints (au moins pour x) si
l'on ne tient pas compte du biais sur la mesure de l'anGle.
,-0 -1
bmes =1 _ 1
be 1
Avec l'état X = (x, e, v, W)T, l'équation d'état, les équations de
l'observateur et de la commande s' écrivent
x = FX + Gu
i = F~ + K(Ymes-H~) + Gu
u = -C~ = cxx+cee+ cvv + cww où les coefficients
cx' ce' cv' Cw sont> 0
L' erreur X= X-~ évolue alors selon ;
x = (F-KH)X - Kb
me s
Avec F-KH stable, on a à l'infini;
soit
L'application de la commande û = -cR au lieu de u = -CX introduit conc
à l'infini un biais non nul; soit u - Û = bu' on obtient à l'infini
bu = -C(Xoo-R",)
D'où, d'après (1)
La commande û =-,CX dorme l'évoLution suivante de l'état
v = -aB + gl Û
~ = bB - g;:>lÎ
d'a), avec û = cxx+Ce+cvu+cww--bu
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La matrice F-GC est stable, ce qui donne à l'infini
La valeur nulle de l'angle à l'infini est prévisible puisque le seul
équilibre possible est celui où la barre est à la vertivcale.
La position à l'infini se trouve biaisée. Le biais de mesure introduit
donc un biais sur la position finale de x proportionnel à be,
Rappelons que bu:: -C(F-KHl- 1b
mes
F = [~- ~ - ~ ~:~1
o -a 0 0'
o b 0 0 J
r
rF1- K2 l - 1K2 ]
(F-KHl- 1K = ------~1
K














Si l'on prend K de la forme
K = 0
x --= _bS__ ak (c -t-C k ) - k (c k --bc k )
kvCx(kw -b) w x v x v O w w G
Tous les coefficients ci-dessus étant positifs, on pourrait penser qu'avec
un choix de K approprié on pourrait annuler x . Mais, en fait,
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si l'on avait supposé a = 0 (et on a discuté le fait que ceci n'es t pas
éloigné de la réalité) on aurai t :
et l'on ne pourrait plus annuler le gain statique de be à x.
De toute façon un tel procédé ne serait pas robuste aux incertitudes sur
la valeur des coefficients du modèle.
2.4.2. Augmentation de l'état.
En considérant que la sortie du système est faite de valeurs mesurées :
B
mes
= e + be
on obtient une nouvelle équation d'état:
















En appelant Fa' Ga' Ha les nouvelles matrices "augmentées". On a :
o 0 0 0
Si une commande u = -CX stabilise l' "ancien" système, posons :
alors on a :
o 0 0 0
F-GC
donc la même commande appliquée au "nouveau" système (on ne se pose pas le
problème de l'observateur pour l'instant) fait que:
x f t ) ;;:; 0, G(t);;:; 0, v(t);;:; 0 et w(t);;:; 0
et le but de stabilisation est atteint.
On notera que le biais n'est pas commandable. Par contre
on va voir qu'il est observable.
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Ons 'est donné une forme a priori de la matrice de gains Ka'
Les coefficients k
x
1 k 0 ' k
v'
sont les coefficients qui rendaient F-KH
stable ; on les conserve et on maintenant un coefficient kg
qui est tel que Fa - KaHa soit stable.
S'il en est ainsi 1 en faisant u = -CaX =i~
et alors 1 avec F -G C stable, on aura :
lh






= 0, 000= 000= 0, v",= v", = 0, wc;o= wc;o= °
On voit donc qu'on aura aini réussi à "débiaisé" l'observateur et donc la
valeur finale x",
K étant l"'ancienne" matrice de gains de l'observateur, on obtient le
polynôme caractéristique de Fa -KaH
a
et on se rappelle que: (cf. §2.3).
à faire l'approximation a = 0 dans v = -a e +g1 u





étaient choisis de telle sorte que F-KH soit sable (kx,k
v
> 0)
. en conservant les mêmes valeurs de ke et kw qui assuraient la
stabilité de F-KH, c'est-à-dire: ke > 0 et kw - b > 0,
cherchons les conditions sur kg telles que le polynôme du 3eme degré
ci-dessus ait ses racines à parties réelles négatives.





Sachant que: b > 0 et
suffisantes de stabilité
- b > 0, les conditions nécessaires et
~ : Ainsi en conservant les mêmes gains C et K et en ajoutant
seulement l'estimé du biais be en posant :
- T,' -
avec kg satisfaisant à la condition énoncée ci-dessus, on arrive au
résultat 0"" = bG ' et le point-consigne est atteint.
donc modifie la commande qui est proportionnellecorrectif
à l'observateur.
Remarque: Quoique l'estimé du biais ne rentre pas directement dans
il modifie l'observateur par le terme
2.5 Prise en compte du frol tement sec.
Lors de l'étude précédente, on n'a pas pris en compte les frottements.
Mais il s'avère que le feuillard d r entraînement qui doit être assez
tendu pour éviter le glissement sur les poulies, introduit un frottement
sec non négligeable.
Nous allons modéliser ce frottement très simplement comme étant une
force de rappel de module constant, soit:
-sgn(vlf
S
où v est la vitesse du chariot et f s > 0 le module du frottement.
Dans l' élaborati~n de la commande, il faudra estimer f s pour
"l'éliminer" . Soit f la valeur estimée de f s' En supposant que la
vitesse est connue exactement (on n'introduit pas l'observateurl nous
allons étudier le compor~ement du système (nota~ent la stabilité) selon




ou f > f
s'
On étudiera le cas du chariot seul sans barre , puis le cas du chariot à
une barre.
2.5.1. Cas du chariot seul, et sans observateur
Il s'agit ici de ramener le chariot d'une position quelconque à la posi-
tion de consigne xc' égale à zéro par exemple, en tenant compte du
frottement sec: -sgn(v)f
s'
L'équation de la Mécanique, s'écrit: u = M x. Pour simplifier les
nota tions on va supposer M = 1.
Si on suppose que le frottement sec est nul, la commande stabilisant
le système est de la forme :
avec Cl > 0 et c2 > 0
Avec un frottement sec -sgn(v)f
s'
si on compense par sgn Iv J r , la
force totale appliquée au chariot sera :
En posant 9 = f s -f, on obtient :
avec, pour l'instant, <p > a ou < O.
a) Recherche de points d' équilibre éventuels.
(x'" ,v",) est un point d'équilibre si
x'" satisfaisant à: v < a si v > a
et v > a v < a
On en déduit:
et ainsi, une condition nécessaire est d' avoir
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Et les points d'équilibre sont sur le segment d'extrémités
b ) Stabilité globale dans le cas où f s -Î' ~ O.
D'après ce qui précède, on va supposer que l'on compense le frottement par
Î' inférieur à f
s'
On va alors montrer la stabilité globale du système
en cherchant une fonction de li apounov.
Posons V(x,v) = ~(v2+c1x2)
Alors:
On sait alors que les trajectoires convergent vers l'ensemble des points
invariants par la dynamique contenu dans l'ensemble des points satisfaisant
à dV/dt = o.
Ici l'ensemble des points satisfaisant à dV/dt = 0 est l'axe des x
dans le plan (x ç v ) ,
Il est évident qu'un point situé au dehors du segment r- ljJ/c1, quitte
l'axe des x, alors que les points du segment [- ljJ/c1, ljJ/c1] sont
par la dynamique, puisque "piégés" par la condition "si v > 0 alors v < 0
et si v < 0 alors fi > O.
Conclusion: Avec la compensation Î'.:: f
s'
l'ensemble de points d'équilibre
est le segment d'extémités - ljJ/c1 et ljJ/c1 où ljJ= fs-t.
Remarque : Compenser le frottement f s par Î' :5. f s revient à changer le
frottement f
s
en un frottement d'intensité moindre, soit exactement fs-Î'.
La plage d'équilibre [-ljJ/c 1, ljJ/c1] est d'autant plus faible que l'estimé Î'
se rapproche de la valeur réelle f s et que le gain en x, soit c l' est d'autant
plus grand.
2.5.2. Cas du chariot avec une barre, sans observateur.
Rappelons les équations de la Mécanique écrites dans un repère fixe par
rapport au laboratoire :
On a ;
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x = -aC + glu
Ë' = eo - g2u
u est la force appli'luée au chariot.
Supposons maintenant que u est la somme du retour d'état -ex, du
frottement et de sa compensation.
= -cx + sgn(v) (l'-f
s)







alors tous les ci sont nécessairement positifs pour que le
linéaire (Le. sans frottement) soit stable).
Posons maintenant cjJ = l' - f
s
x = -aG + gl (-CX) + gl s gn(v)cjJ
G = bG - g2(-CX) - g2 sgn(v)cjJ
2.5.2.1. Tenta_tive de démonstration de la stabilité pep le "lemme positif réel"
Ecrivons les équations sous la forme de celles d'un système de même
état mais dont la commande est -sgn(v)cjJ et dont la sortie est la
vIt.esse v~ ~N;::G:~:p:eOl~] . ~ 0(:,:~::::~:dlrc r 2r,
y = v = [0 0 1 oJ X = X a vec X = (x G v w ) T
En posant 3' = F-GC, fi = 0 0 -gl g2 T, U = -sgn(v)cjJ ,on vérifie
que: yU = - IvlcjJ est négatif, donc, d'après le "lemme positif réel",
si Hl s ) = (sI-;r )-1 est positif réel, alors le système est asymptotiquement
stable. (cf [1]). En se servant de la relation ~ = :2 (=M+m)g), on trouve:
H(s) =~ (-gls2+gg2)
avec: D(s) = S4_(gl C3- g2 C4)s3 - (glcl+b-g2C2ls2 + gg2 s + gg2cl
Pour que le système linéaire (sans frottement) bouclé par la commande
u = c 1x + c 2G + c3v+c 4w soit stable, il faut que D{s ) n'ait que des
racines à partie réelle négative. En appliquant le critère de Routh
à ce polynôme, on trouve les conditions :
(Ei)C1.3 = gg2 c3 - ( 0./ .Œ2)gg2cl> 0
(ivl 0.4 = gg2 cl > 0
d'où l'on déduit facilement les conditions ci > 0, i = 1, .•• , 4.
pour le système avec frottement, examinons si H(jw l+H{-jwl est positif













Il en résulte que la condition :
H(jw) + H(-jw ) 2. 0
est satisfai te seulement si
quel que soit w
Mais il se trouve que cette condition est incompatible avec la condition (il
trouvée ci-dessus.
Conclusion : Le système n'est pas positif réel et nous ne pouvons rien
conclure par le lemme posi tif réel.
Remarque : Si nous avions supposé Î':::fs' nous aurions abouti à la même
conclusion, car H(jw) + H(-jW) serait simplement changé en son opposé.
2.5.2.2. Recherche de fonctions de Liapounov.
Nous allons tenter de trouver une fonction de Liapounov qui pourrait
établir la stabilité globale du système.
Rappelons qu'avec la modélisation choisie du frottement sec, nous avons:
où tjJ= f-fs(cf §2.5.2).
(i) Recherche d'une fonction de Liapounov quadratique
Nous cherchons une forme quadratique V positive telle que dV/dt
soit négative. Pour cela il faut nécessairement que, dans dV/dt, les
termes de la forme wsgn (v), 0sgn (v), xsgn (v) s'annulent. Tandis qu'on
peut essayer de trouver, pour le coefficicmt de vsgnt v ) (dans dV/dt),
un nombre négatif ou nul.
Dans une première approche, essayons de trouver V de la forme :
K3 > a
K~4< K3K4, d'où K4 > a
Et nous voudrions que les coefficients K3, K4 et K34 vérifient les
deux relations suivantes :
(2)
(3)
qui expriment, respectivement, que, dans dV/dt, le coefficient
devant vsgn(v) est négatif ou nul et le coefficient devant wsgn(v)
est nul. On suppose <p i 0, le cas q,= a n'étant pas réaliste. Alors:
d'après (1) et (3) :
(4)
d'après (2) et (3) ;
On en déduit alors que, nécessairement on doit avoir <il.s. 0, c' est à dire
f .s f s '
Mais, par ailleurs, il faut que dans dVIdt le coefficient devant v2
soit strictement négatif. Ce qui veut dire qu'il faut avoir;
Avec c3 > 0 et d'après (3), on obtient
K3g~ - K4g; < 0,
ce qui contredit la relation (4).
Ainsi la forme de V où interviennent seulement v et w ne
suffit pas. Pour avoir le coefficient devant v2 négatif, il faut
ajouter, dans V, le terme
(qui donnera dans dV/dt K13V
2). Et il faut donc ajouter aussi ±K1x2.
Au total, on ajoutera dans V :
d'où K1 > 0
C'est-à-dire qu'on cherchera V de la forme
Mais, dans dV/dt, on aura le terme de signe suivant :
que l'on ne peut annuler qu'en mettant, dans V, un terme
En défini tive, on cherche V de la forme :
(6)
(8)




ce qui exprime, respectivement que, dans V, le coefficient devant vsgn Iv )
est négatif, celui devant wsgn(v) et celui devant xsgn tv ) sont nuls.
Par ailleurs, le coefficient devant v2, dans dV/dt, que l'on voulait
être négatif, s' écri t alors :
soit:
Et a priori il peut-être négatif si K13 < 0 (et vérifie (6)).
Mais, dans dV/dt, le coefficient devant x2 s'écrit:
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Il doit être strictement négati}~) Comme
la condition:
c 1 est positif, on en déduit
ce qui contredit la condition (11), qui exprime l' égali té de K13g1
et K14g2.
On s' aperçoi t ainsi que même si on avait une forme quadratique
complète, c'est-à-dire avec des termes en 82, xe et Gw on ne
pourrait pas rendre le coefficient, dans dV/dt, devant x2 négatif.
On en déduit qu' il n'existe pas de fonction de Liapunov quadratique
solution au problème.
(ii) Recherche d'un fonction de Liapunov somme d'une forme quadratique
positive et d'un terme en valeur absolue.
Ajoutons dans V un terme À1v 1 avec À >0.
Nous avons %t(À!vl)= Àsgn(v)v et nous supposons que la quantité agn ï v )
dans cette égalité est la même que celle figurant dans l'expression de
(ce qui est vrai dès que v (; 0, puisqu'alors sgn l v ) est univoque).
On s'aperçoit qu'on introduit dans dV/dt le terme 8 sgn Iv )
Il est alors nécessaire d'ajouter des termes en G dans la forme
quadratique.
Donc, nous cherchons V de la forme :
avec, bien sûr, des conditions de positivi té comme précédemment.
(1) En fait il pourrait être nul si on exige seulement dV/dt.s. O.
Mais dans ce cas il faut que le terme croisé en xv de dV/dt soit
nul, ce qui entraîne une autre impossibilité.
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On voit qu'il est nécessaire d'avoir Àg1cP < 0, soit c(J <a




Et cette condition rend le coefficient devant x2, dans dV/dt, positif,
alors qu'il devrait être négatif.
Ainsi, en ÀI vi nous n'avons pas t.r-ouvé un'" fonction de L.Lapounov
solution au problème.
Conclusion : Nous ne saurions affirmer ou infirmer la stabilité globale
du sytème. Heuristiquement, on peut dire que "loin" du point d'équilibre la
partie linéaire du système domine (les termes linéaires croissent en module,
les termes en sgn tv ) restent le module constant) et que donc il n'y a
pas de risque que le système s'éloigne indéfiniment de l'origine. On peut
donc au plus craindre un comportement "cyclique" non amorti (éloignement et
rapprochement alternés de l'origine).
2.5.2.3. Une remarque à propos des condi tions ini tiales .
Nous n'avons ou établir la stabilité (jJ système avec
frottement. Nous allons essayer d'étudier l'influence du frottement sur le
comportement du système" juste après" l'application du feedback linéaire.
Nous ne prétendons pas étudier le comportement global.
- 90 -
Nous savons que, dans le cas du chariot seul sans barre, si l'on ne
compense pas le frottement, le chariot peut rester immobile si la
vitesse initiale est nulle et la position initiale comprise dans une
certaine plage.
Nous considérons ici le chariot avec une barre, le frottement
sec étant f, que l'on ne compense pas. Nous cherchons s'il existe
des conditions initiales telles que, avec le feedback, le chariot
reste immobile, étant immobile à l'instant initial.
Nous cherchons donc si l'on peut avoir
v = 0
v = 0
x = ete = x (0) = X
o
et sans condi tion a prirori sur l'angle.
Comme le chariot est supposé sans vitesse initiale, nous ne considérons
pas ici le ft'o ttement sec comme une force opposée au mouvement mais plutôt
comme un seuil de démarrage. Précisément, si la force totale appliquée
au chariot est de module inférieur ou égal à f, alors le chariot
ini tialement immobile, reste immobile.
A un instant t où l'angle de la barre est e(t), la force totale
appliquée au chariot se compose de :
10 _ La force exercée par la barre sur le chariot, qui est :
20 - La force de feedback u:
soit, en supposant le chariot immobile:
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Ainsi la condition pour que le chariot reste immobile à l'instant t,
étant immobile à l'instant ini tial, s'écrit :
1- i1;- Bit} + ""0 + '2 01t} + 04ë l t }/-" f 11)
Mais, on sait que, si on maintient le chariot immobile, la barre tombe
si l'angle initial n'est pas nul.




Donc l' inégali té ( 1 ) s' écrit :
Ainsi, si l'angle ini tial n'es t pas nul, cette inégalité cesse d'être
vérifiée dès que 8(t) devient "assez grand".
Par contre, si 8(0) = 0 et w(O) = 0, et si le chariot est à la position x
tell~ que !x o l ~ ~ ,alors il y restera indéfiniment (avec la barre 0
ver-t.LcaLe bi.en sur) .
Si 8(0) i 0, si lx 1 < L le chariot reste immobile un certain
o c 1temps pendant que la barre chute exponentiellement.
La Fig. 1 visualise l'évolution de x et 8, dans le plan (x, 8)
Pa,rtant des conditions initiales X
o
dans l'intervalle -f/c 1, f/c 1 '
et 8
0
limité par 80 ,:: (g/-g1C1xO)/(-a+g1c2+g1C4s"i) (=80ma x ),
le chariot reste immobile pendant que 8(t) croît jusqu'à 00 max
(Juay,d 8(t) est s t.r-Lct.ement, supérieur à 8
0
max' l'inégalité (1)
-i t cs t pIus c'est-à-dire que la force appliquée au chariot
devient strictement aupér-Lcur-e au seuil qu'est le I'r-o t t emen t sec,
et alors, en principe, la vitesse devient non nulle. Hais malheureusement
nous ne saurons pas en dire plus à partir de ce moment.
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Fi g . 1 .
Si Ixo l " f I c , et S1 °0 1. 0 nous ne sa urions pas di r e non plus
comment évoluera le s ys tè me .
2 .5 .3 . Cas du cha riot s eul , avec obs er-va t eu r-.
Les équa tions cu cha r io t a vec obs e rv a t eur s 'écri vent :
~ " - c 1x- c2v ... s gn (v) r - sgn (v )f s
~ " il ... ~ 1 (x:X) ~
v " - c 1x - c2v + k2 {x - x )
- 93 -
On a pris M=1 et on compense le frottement
On se rappelle aussi que la stabilité de la partie impose
que cl' c2' k l et k2 sont tous positifs.
Nous nous contenterons donc d'étudier les points d'équilibre éventuels.
Recherche de points d'équilibre éventuels.
Nous écrivons alors: x = 0 et si V<O, sgnt v ) = +1, si V>O, sgn(v)=-l
Remarquons que, comme l'observateur X obéit à l'équation :
~ ~
X =(F-KH-GC) X + Ky
si au temps infini y prend une valeur constante, il n'est pas nécessaire
que l'on ait X = 0 car, en effet F-KH-GC peut-être instable
(quoique F-KH et F-GC soient toutes les deux stables).
Mais dans notre cas le polynôme caractéristique de F-KH-GC s'écrit:
et donc les racines sont à parties réelles négatives puisque cl' c 2, k 1
et k2 sont tous positifs.
Ainsi, on a à l'infini ~ = 0 et 0 = 0 si on suppose x = O.
Et on obtient:
Ainsi, à l'infini on a x = c~e = x", ' la plage d r équilibre serait
d'autant plus faible que l'estimé t se rapproche de f s et que les
gains Cl et k2 sont grands. D'autre part on peut remarquer que
l'observateur x ne convergerait pas vers l'état final xoo '
2.5.4. Conclusion
Dans la mise en oeuvre nous compensons le frottement en ajoutant
à la commande linéaire un terme sgn( v) î'. Pour la valeur de t
nous nous contentons de prendre la valeur pour laquelle le chariot
commence à se mettre en mouvement, initialement immobile.
Cette compensation, que nous n'avons pas pu justifier théoriquement
a donné un comportement très satisfaisant dans le cas du chariot à une
barre.
2.6. Inclinaison du banc. Etude des valeurs asymptotiques de la position
et de l'angle
Dans ce qui précède, nous avons supposé le banc parfaitement
horizontal. Nous allons étudier dans ce qui suit l'effet d'une
légère inclinaison du banc par rapport à l' horizontale






et désigne l'inclinaison du banc par rapport à l' horizontale.
G désigne l'angle que fait la barre avec la perpendicaulaire aux rails.
Le capteur d'angle donne la valeur de G, à un biais de mesure près
(voir fig.1).
Les équations de la Mécanique écrites dans le repère (uxyz)
donnent:
où a, b , g1' g2 ont la même signification qu'au § 1.1.1.
Nous remarquons que l'inclinaison et introduit un biais go. dans la
dynamique du chariot. En fait, ce "biais de dynamique" n'est pas intrin-
sèque, mais dépend du repère choisi.
En effet, si on écrit les équations dans le repère (S1ox
oz o)' où (u oYo)
coïncide avec la verticale du lieu (voir Fig. 2), alors si l'on
désigne par:
Go : l'angle que fait la barre avec la verticale du lieu, c'est-à-dire:
X
o
: l'abscisse du char-Lot, sur (S1ox
o)' d' où xo;::; x en prenant l'appro-
ximation cos Cl '" 1.
on obtient les équations suivantes :





- g2u - ba
On voit apparaître alors un "biais de dynamique" sur la dynamique du
chariot et sur celle de la barre. On peut également remarquer que les
équa t i.ons peuvent sécrire :
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Fig. 2.
et que, avec les valeurs de a, b , gl' g2 données au § 1.1.1., on a
La force qui entraîne le chariot avec la barre suivant la pente




= (a+g)a et f e = -ba, alors on a :
x = -aG
o
+ glu + fx
(30 = bl3 0 - g2 u + f 8 ·
Nous prenons en compte le biais de mesure be sur la mesure de l'angle.
Si e
me s
désigne la valeur mesurée délivrée par le capteur, on a :
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0mes= G +bG
0mes = °0 - Ci. + bO
Nous allons étudier le comportement du système dans le cas où la synthèse
par régulateur-observateur ne comporte pas l'estimation de be ni celle de œ.
Puis nous étudierons le cas où Iron fait un estimateur 6 de be.
Nous conserverons dans ce chapitre la notation °
0
pour désigner
l'angle de la barre avec la verticale du lieu, et 0mes pour désigner
la valeur mesurée de l rangle. Rappelons que l'on a :
Et nous supposons que la mesure de x n'es t pas biaisée.
2.6. 1. Sans es tima tion du biais de mesure
2.6.1.1. Transfert entrée/sortie.
Le calcul de l'observateur se déroule comme suit:
Remarquons que les variables x, ê0' v, iDne sont relatives à aucun
repère précis, l'inclinaison d'un angle Ci. n'étant même pas modélisée.
Nous regardons ici le comportement du système quand on met en oeuvre
un observateur-régulateur en ignorant l'existence de Ci. et de bO'
Rappelons enfin que les gains k
x'
kv' kG' kw ' sont tels que :
La commande est :
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Prenons les transformées de Laplace en supposant que X(O) = O.
Posons D
x
= s2 + kxs + k y et DE) = s2 + kes + kw - b.
On obtient:
l{(S) = skx+ky x sk e + kw + (~+ rl )u
D
x
mes - a~ Ornes x x e
ê (s) = Ske+ kwO
o De mes
sk y (s+k ) (ske+kw)
v(s) = ~ xmes - a D=D
e
8met (s +k x l
w(s) = skw+bke e _ (s+ke)g2 u
D() mes DG
On en dédui tune relation de la forme :
où
c k + (c k -ë-C k )k s 2
Xy XXyye
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2.6. 1 .2. Valeurs asymptotiques




En supposant que les conditions initiales de l' éta t (x. 0
0
, v. w)








- a+b 0u ts ) = h ' (s Ix ts l + hl (s) (0 (s ) + --)




ce qui donne, en remplaçant cette valeur de ut s ) dans les équations
donnant x(sl et 8
0(s) ci-dessus:
1 ' fx ,fG' _a+b 8
x(s) ": h 1(1+g2h 2h 4) S + h 1h2(g1 h4-a) s- + h1h4(g1+ag2h2) S-
o (s ) =.!.. -g2h1h2h; ~ + h2( l-glhlh;)~ - g2h2h~ - a:beo 1::.'
Le schéma bloc du système est représenté à la Fig. 3.
(i) Valeur asymptotique de eo '
Nous allons utiliser la propriété
On trouve que :
lim O(t)=limsO(s)
t -ë- co 0 s+ 0 0
.!.. o(0)s2(s2_b)





s -b 0(0) s=O
= O•








On remarque que ce gain est indépendant de la synthèse de u mais ne















f e = -bœ , et en utilisant la relation
a+g
~
Remarque: On constate que si f
x
et f e ne valent pas (a+g)a et -bœ
respectivement, l'angle par rapport à la verticale n'est pas forcément
égal à zéro à l'infini. Par exemple, si on pousse avec une force
constante l'extrémité supérieure de la barre, on introduit un biais f e
pas forcément égal à -ba , et de ce fait la barre peut se stabiliser
à un angle non nul (par rapport à la verticale). (C 1 es t ce que l'on
peut d'ailleurs cons ta ter expérimentalement).
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(ii l Valeur asymptotique de
• Gain (-a+b~
0(0)s2(s2_b l
(gl b-g2 a) \>3(0)
et on a ;
s=O






(gl b - g2 a J \>3(0)
Ainsi, on a :
s=O
-b O(Ol+g2 \>4(0)
(gl b-g2 a ) \> 3(0)
\>4(0) -bo(0l+g2\>4 (0 J -ao(O)+gl \>4(0)
x",,= - \>3(0) (- a+b e) +(Clb-g2al03(0) f x +(g1 b-g2 a)~ f e





= - ba' on trouve:
c 0kw+bc wke kw(C~+Cvkx)





On remarque que, si l'on pose x"" = A(-CG+b
e) + B(M+m)gCG , on a trouvé
au § 2.4., par une autre technique de calcul, x"" = Abe dans le cas
où CG = 0 ce qui confirme notre résultat dans ce cas particulier.
Ainsi, l'angle CG apporte deux contributions :
. il apparaît comme un biais de mesure -CG, s'ajoutant au biais de
mesure dû au capteur .
. il induit la force (M+m)gcx , qui entraine un décalage de x
proportionnel à cette force.
Par ailleurs, comme on sait que, en estimant le biais de mesure (cf. §2. 4)
on arrive à éliminer le décalage en x dû à ce biais, on conçoit que le
gain devant -CI. +b
e
puisse être éliminé si on introduit dans l'observateur
un estimé du biais de mesure. Dans ce cas, la synthèse donnerait une
commande u telle que
et on aurait n4 (0) = 0 (le facteur de proportionnalité devant -CG+be
est ici \)4(0)!'V3(0), avec \)4(0) ~ 0). On verra plus loin que cela
est confirmé par les calculs.
(iii) Valeur asymptotique de u ,
Avec: u ï s ) = h3(s)x(s) + hl.(S)(eo(s) +
on trouve la valeur à l'infini de u:
avec la relation :
on trouve:
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Cela est évidemment prévisible, puisque le chariot est immobile sur une
pente inclinée, la composante du poids suivant la pente étant (~1+m)gCt.
2.6.2. Avec estimation du biais de mesure
2.6.21. Transfert entrée/sortie
Supposons qu'on introduise un estimé du biais de mesure dans l' obser-
vateur. (cf. §2.4). L'observateur s'écrit alors:
et la commande :
D' une façon analogue à ce qui précède, on trouve le transfert :
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=: s2 + kxS + k
v
- 1 7 -
2.6.2.2. Valeurs asymptotiques.
n3(s)Si l'on pose h3(sl =--d Cs)
n (s)
h4(s) =~,ona
Le schéma bloc à la Fig. 3 res te valable, sauf qu 1 il faut changer hj
et h4 en h3 et h4 respectivement.
Les valeurs asymptotiques trouvées au §. 2.6.1 .2. précédent restent
valables à condition de changer \!3' \!4' 0 en n3 , n4 et d respectivement.
(L) Valeur asymptotique de 8
0
•




( 00) = O.
(ii) Valeur asymptotique de
. Gain (-Œ+b8).... x
D'après les calculs au §2.6.1.2, on sait que ce gain est égal à -n4(0).
lÇ(O)
Comme n4 (s ) = sv4 (s ) , on voit que ce gain est nul compe il était prévu .
. Gain f 8 .... x




Il es t éga l à
_bd (O}
_ 108 _
On en dé duit , t ou j our s gr âc e à l a re lation ~ ~
S I g2
x.,, : -~ {M+mlga
soi t :
On s a it , d 'a pr ès le critère de Routh (cf. § 2 .5 ) Que g2ce - b ;> O.
Ainsi x." e t Clso nt de même s i gne comme il é t a it pr évi s ibl e.
~:
Quand on n 'es t i me pas l a bi a i s de mesure , on t ro uve un er .ars à l 'infin i
pour l a pos i tion, x." ' de la form e
Avec l ' estimé du biais de mes ure , on trouve :
Les va â e ur- e numériq ues trouvée s pour x."' dans l es deu x ca s , a vec
es timé du bi a i s de mesur-e et sa ns es timé , .sont :
s ans estimé du biais de mesure : x.,,: - 9. 1S (- o...bel +l . 0 1(M+Il1 )go.
a vec es tim é du bi ais de mesure: x.., '" 0 .10 (M+mlgo
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On voit donc que le fait d'estimer le biais de mesure d'angle (dû au
capteur) atténue aussi mais n'annule pas complètement l'effet sur Xc:>
de l'inclinaison a du banc. Si nous voulions complètement annuLer-
cet effet il faudrait par ailleurs estimer cet angle a (ce qui est
possible) et rajouter un signal de commande destiné à annuler la
composante (M+m)ga du poids.
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1 - Partie logiciel
1.1. Discrétisation
1. 1 . 1. Choix du pas de discrétisa t Lcn ,
La commande du système est numérique, c'est-à-dire que l'on maintient
la commande u constante pendant des intervalles de temps r-égu.l i.er-s ,
de largeur h , et les prises de mesure se font uniquement aux instants
nh (n (N) Nous avons évoqué au §2.2 (Synthèse de la loi de commande)
les idées qui président au choix de h , Plus loin nous évoquerons d'autres
considérations qu 1il faudra prendre en compte pour le choix de h , relevant
des problèmes d' ordre numérique.
Pour un pas de discrétisation h fixé, le système discret qui coïncide
avec le système continu (commandé par la commande constante par morceaux)
aux instants de discrétisation nh s' écri t :
y = HX
n n
où u est la commande constante u ï t ) sur [nh,(n+llh[ ,et Fd et Gd





On peut, après un choix de h , faire la synthèse "observateur-régulateur"
sans avoir fait l'étude en continu comme nous l'avons fait.
Avec la démarche que nous avons adoptée, il faut d'abord vérifier la
commandabilité et l' observabili té du système discret pour un pas h
donné. Pour ce faire, il convient d'éviter de tester la commandabilité ou
l' observabili té numériquement en calculant un déterminant extrait d'une
matrice de commandabilité ou d'observabilité car il peut varier comme hP où p
peut être grand et non connu à l'avance de façon évidente. Et si h est
petit, on risque d'avoir un résultat non significatif. Il serait préférable
d'étudier la commandabili té et l' observabili té paramétriquement en fonction
du pas de discrétisa tian h ,
On pourrait faire une synthèse "régulateur-observateur"
en discret, chercher un retour d'état ut n) = -CdX(n) par "synthèse
quadra tique", chercher une matrice de gains Kd de l'observateur par
"placement de pôles" comme nous l'avons fait en continu. Mais si l'on
a fait la synthèse en continu et que l'on a un pas h suffisamment petit
(cf. §2.2) pour pouvoir prendre comme valeurs approchées de rd et Gd
respectivement l + hF et h G, alors on peut poser
En fait, peu importe la façon dont on a obtenu les gains Cd et Kd,
l'important est de pouvoir tester leur validité en discret. Pour ce faire,
on peut tester la stabilité de Fd- Géd en faisant une simulation de la
suite (X
n) définie par récurrence par: Xn+ 1 = (Fd-Géd)Xn. Une telle
simulation permet de voir l'allure de l'état et le temps de convergence.
Pour différents gains Cd' on peut comparer les différents comportements
et choisir le meilleur. Même pour tester seulement la stabilité (et non pour
comparer le comportement selon des gains différents) il convient de faire
évoluer la sui te (X
n) et non se contenter de calculer les valeurs propres
de Fd-Gid puis de comparer leur modules à 1. En effet, si h est suffisam-
ment petit, Fd est voisin de I et Gd de zéro, on peut trouver numérique-
ment des valeurs propres de module égal à 1, alors que le système est
parfaitement stable. (il serait inutile d'élargir le pas h , surtout si les
différentes constantes de temps du système nécessitent un pas h petit).
On teste de la même façon la stabilité de Fd-KdH. Et il convient d'avoir
une suite 'X
n
) qui converge plus vite que la suite (X
n)(X
n
= (Fd-KdH)J{n_1 et Xn=(Fd-Géd)Xn_1) (cf. § 2.3. Synthèse de la
loi de commande-Observateur).
Venons-en au choix de h ,
(i) Comme la dynamique de F est instable, il est clair qu'il faut un
h assez petit pour que la commande puisse "réagir à temps".
La valeur propre instable la plus importante est À :::10.27
en l'absence de ressort et la (seule) valeur propre instable dans le cas
a = ~ (apparition du mode oscillant à partir de a =~) es t À" 4.35.
Ceci peut donner une idée de la variations des angles sur un intervalle
h donné (grosso modo, 8(n+1) = e Àh 8(n)).
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Pour h = 10 ms, on trouve que la variation angles est
de 10,8 % dans le cas sans ressort, et de 4,4 % avec Cl. =
Pour h = 5 ms, on trouve respectivement 5,2% et 2,2 %. Un pas de
discrétisation de 5 à 10 ms semble donc être raisonnable.
(ii) La largeur du pas h doit aussi être compatible avec la façon dont
l'actionneur délivre la commande constante par morceaux. Dans notre cas,
la commande du moteur à courant continu par hachage de tension (cf. § 2.2)
demande un hachage assez fin pour que l'approximation du couple délivré par
le moteur à un couple constant soit raisonnable.
(iii) Une limite inférieure pour le pas h est aussi imposée par
la précision du calculateur dont on dispose. En effet, on conçoit
facilement que, si h est trop petit, entre l'instant nh et l'instant
(ri-e l ï h , une variable, x par exemple, "n'a pas le temps" de varier suffisamment
pour que la variation x (n-s1) - x (n ) puisse être co dée sur la machine ;
(x
n) sera ainsi numériquement stationnaire et entrainera une divergence
éventuelle des autres variables, puis éventuellement sa propre divergence.
(par exemple, si la vitesse est constante, l'abscisse va diverger). Plus
précisément, par exemple dans notre cas, où l'on a 16 bits pour coder, les
entiers que l'on peut coder peuvent varier entre _2 15 et 2 15_1, ou, si l'on
préfère, la plus petite quantité fractionnaire que l'on puisse coder est
en valeur absolue de l'ordre de 2- 15, soit approximativement 3.10-5.
Ainsi, il faut que h soit suffisamment grand pour que ehF soit
significativement différente de r , et Gd =J h e TFdr suffisamment différente
de zéro. Ceci se détecte simplement quand 0 ehF et Gd sont scalaires
mais quand ce sont des matrices, à notre avis, il convient de faire des
simulations pour savoir si on a affaire à des suites stationnaires ou non.
On verra dans la sui te que cette précaution à prendre quant à la valeur
minimale de h ne suffit pas pour éliminer les divergences numériques.
faudra aussi choisir soigneusement les échelles pour chaque "variable-
machine" (cf. § 1-2).
Nous allons vérifier ci-après la commandabili té et l' observabili té du
système discret.
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1 . 1 .2. Observabili té
Pour simplifier les calculs, nous allons supposer a = b c 0 et
pour faciliter le calcul de la matrice exponentielle ehF nous adoptons




o 0 0 0 00-
1
o 1 0 0 JcOd
~~~~~~1o 0 0 1 0
l,
oJ
o 0 0 0




0 1 0 0 1.
cOd 0 !
o 0 0 1 ]i
e 0 f 0
Rappelons que le polynôme caractéristique de F1 est: A
4
- (c+f)i\2 + cf - de
dont les racines sont: 1.1 , - 1.1 , 1.2 ' -1.2 ,
On sait que, avec a=k/mgl, on a :
À~ = _3g_ [7-Sa-2V;6a2 -21a +7J
141
À: = _3g_ [7-8a+2V16a<21a +7J
141
2
À2 > 0 quelque soit a
À~ > 0 si a< % ' À~ < 0
si ('1 = ~
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Soit P la matrice formée des vecteurs propres v)., ~À l' vÀ2' ~À2
associés respectivement à À1,-À 1, À2, -À2, que si a< i, les
coefficients de P sont réels, alors que si certains des









En posant y = HX et il: = p-1 x , on obtient y = Hf,
où : fi = HP
soit: 100000
o 1 0 0 0 0




1 0 0 0 0 0
- 11? -
est la 1ère coordonnée de v (resp.
À1
dans la base canonique de R4 (ou C4).
On testera le critère d' observabili té sur la paire (H, Fct) •
On a :
D'où la matrice d'observabilité Oc! :
~d ~ [C1' C2' c3 ' C4, CS' cGJ']'
e
1










Cs=[o'(:,3,0 , (:,3e2 ,0 '(:,3e~ ,0 'G3e~,0 '(:,3e~ ,0 'G"5e~lT
c6c-o[0, (:,4,0 '(:,4e2,0, G4 e'~'o '(:,4 e23 ,0, (,4e?4 ,0, (:,4e25JT
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1.1.2.1. Cas où le mode '\1 est un mode oscillant.
On sait qu'il en est ainsi si a > î, et qu'alors >'1 est de la
forme:
'\1 = jw où wE R.
Dans ce cas, on peut avoir :
à condi tion que :
S'il en est ainsi, la troisième colonne et la qua triëme colonne de 0d
sont proportionnelles. Et on en déduit la non-observabilité.
On peut remarquer 'lue -,\~ = *1 [Sa -7+2Y16r:l-21a +7J est une fonction
croissante de a. Si >'1 = jw = jw(a), on constate que pour a assez grand
on peut avoir h = wTa) (en prenant k= 1) assez petit. Et donc, un
peti t pas d'échantillonnage n'assure pas forcément l' observabili té.
Dans no~re ca~ .Il(:ur Chaq~e valeur ~e a . (p~ur ~ >î), il Y a des valeurs
de h J.Dterd~ tes (h=k~)): A tl t:e ln~lcat Lr , pour a= 50, on
trouve h = W(ëi:) appr'oxf.ma t i.vement; egal a 0.038 seconde.
1.1.2.2. Cas où le mode >'1 n'est pas un mode oscillant.
(i) Montrons que si d f. 0 le système est complètement observable.
(Résultat obtenu en continu, en supposant a=O=b). Montrons que
l'on a 1;1 1;2 1;4 f. O. Cela suffi t pour montrer l' observabili té
puisque l'on que dans ce cas (a < î) les troisième et quatrième
colonnes ne sont pas proportionnelles (si S1S2 f. 0).
Si (s y z t ) T est un vecteur propre de F1 associé à une
valeur propre ,\ , on a :
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et ainsi ~ doit être non nul. On se rappelle que ~1' 1;,2' ~3' ~4 sont la
1ère coordonnée de vÀl, v- À2, vÀ2, v- À2 dans la base canornque de R
4.
Ainsi, on a bien Cl t;,2 ~3 ~4 f. 0, et le système est complètement
observable.
(ii) Montrons que, pour d = 0, le système n'est pas observable.
Les valeurs propres de F1 sont alors 1.1 = f, - 1.1' 1.2 = c, -1.2'
Le calcul des vecteurs propres associés à 1.1 et -À, montre facilement
que la première coordonnée de ces vecteurs est nul. Autrement dit,
dans ce cas on a ~, =1;,2 = O. Et le système n'est pas observable.
(avec rg 0d= 4).
1.1.2.3. Résumé.
- En l'absence de mode oscillant (et < i) la non observabilité se produit
uniquement quand d = 0, c'est à dire a =3/5. C'est à dire que tout se
passe comme en continu.
-Avec le mode 1.1 oscillant (a > i), il Y a non observabilité si le
pas de discrétisation h est tel que :
h = k ~
où À, = jw
1 .1 .2.4. Remarque: ~omparaison avec le modèle à une seule barre.















qui est de rang 4, ce qui suffit pour montrer la complète observabilité
de (H,F d)
On se rappelle que le pôlynôme caractéristique de F s' écri t :
où b est strictement positif. Et ainsi il n'y a pas de mode oscillant
(dans ehF on a trouvé des exponentielles (réelles) et non des cosinus
et sinus).
Il apparaît que la perte d'observabilité par discrétisation est due
à la présence de modes oscillants uniquement. Nous ne connaissons
cependant pas de preuve générale de ce fait.
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1 . 1 .3. Commandabili té
Avec les mêmes notations que précédemment (pour l'étude de




1.1.3.1. Cas où ex t. t
P -1
On sait qu'alors 1.1 /:- O. On a :
À1h
où D = diag (~
. ;1
h_1














On trouve que Gd est de la forme :
E 1(h)g3(q,r)
Ei(hlg4(q,rl
Gd = E 2 (h )g5 (q , r )
où gi (q,r) (i=3,4,5,6) dépend de q,r et des coefficients de ;0-1
(plus précisément des coefficients de la deuxième et quatrième colonne de
p- 1 (P est la matrice 4 x 4 des vecteurs de F1).
On va tester la commandabili té sur la paire Gd) .







Cd est une matrice carrée de rang 6.
trouve que son déterminant est égal à :
La matrice de cornrnand.abLlité
Après calculs, on
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On sait que pour ct> i ' on risque d'avoir e 1.1h =e -1. 1h
h = k!UJJ ( À1 =j w).
Donc, pour ct > i- il Y a non commandabili té pour les valeurs
d <3 h é gal es à k III w (0 ù À1 =j w) •
Pour ct> i les facteurs dépendant de h , dans det Cd'
sont non nuls. Et il faut alors examiner le produi t g3 g4 gS g 6 '
Pour cela, il faut calculer explicitement la matrice
p- 1, du moins sa deuxième et sa quatrième colonne. Après
des calculs (pénibles et sans grand intérêt) on trouve que
l'on a: g3 g4 gS gS t O.
Donc pour Cl: f. t il Y a complète commandabili té (comme en con-
tinu) et perte de commandabilité due à la discrétisation en
présence d'un mode oscillant. (Mais la valeur de Cl: n'est pas
en cause).





e - -"4 ï2Îl ' _ -1 3g
- 4" 141
On trouve que les vecteurs de F 1 associés à À 2 et à -1. 2
sont respectivement:
v





Associé à 0 le vecteur propre
v 0 = (1 0 -3 0) T
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Et si u =(1 1 -3 _3)T, on trou~e que F 1u=v o et que
(u,vo,vÀ2'V_À2) est une base de R •
Comme précédemment, on rai t un changement de base et on étudie
le rang de Cd'
Après calculs, on trouve que le rang de Cd est égal à 4
(comme dans le cas continu).
1. 1.3.3. Résumé
Il Y a perte de commandabilité due à la discrétisation en
présence du mode Àl' sinon, comme en continu, l'unique
valeur de a qui rend le système non commandable est 314.
1.2. Les équations mises en oeuvre en machine.
La mise en oeuvre de la commande, donc la façon d'effectuer
calculs dépend des capacités de l'organe de calculs
don t on dispose.
Dans notre cas le moyen de programmation est l'assembleur et les
possibilités de calculs sont les opérations sur les entiers
8,16 ou 32 bi t s ,
Le premier problème qui se pose est celui de coder les
grandeurs physiques qu'on manipule de sorte qu'on puisse
effectuer les opérations avec un maximum de précision. Le deuxième
problème est celui du regroupement des termes d'une somme
algébrique, de sorte que les calculs soient dans les limi tes
des capacités de la machine.
1.1.2. Le changement d'unités
1.2.1.1 "Uni té-micro"




Les valeurs de x, 8 1, 82, v, 1.0 1 ' w2 ' les valeurs mesurées,
la commande et les coefficients des matrices F, K, G sont des valeurs
en unités S. I.
Effectuons une "mise à l'échelle" des composantes de l'observateur.
Pour avoir un maximum de pr-éc Ls Lon , nous allons coder sur 16 bits
chaque composante de l'observateur (avec signe). A la composante Xi
X on associe la variable machine 'jti telle que :
1 Xi 1 max désigne la valeur maximale en module que peut atteindre xi'
Soit 1 Xi 1 max est une valeur directement mesurable, soit 1 Xi 1 max
peut-être estimé d'après des simulations. Evidemment 1 Xi 1 max est
aussi exprimé en unité sr comme xi'
Par exemple dans notre cas, 1 x~ax est la demi-longueur du banc, tandis
que IV~ax est estimé d'après des simulations.
On obtient ainsi le vecteur X qui est exprimé en entiers et qui est alors
la représentation-machine de X.
2 15U = diag (- ), on a
Ixil max
U '"2 15 diag ( 1/ 1 x 1max' 1/ 1 8 1 1max' ... )
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1.2. 1 .2. Uni té-capteur
x
me s
et mes sont des valeurs numériques délivrées par les capteurs
I:lirectement ou après conversion) et ainsi ne sont pas nécessairement codées
sur 16 bits comme ~ et ê~.
Si Y
me s
est la sortie en unité sr figurant dans les équations
théoriques, soit ymes la sortie des capteurs. On a alors :
où r es t la matrice de changement d'uni tés : uni tés sr ->- uni tés capteurs.
Dans notre cas :
une uni té de mesure de x = 1.05 mm
une uni té de mesure de 8 = 1.2368 10- 3 rd.
d'où
103Il.05
1.2.1 .3. Changement d' uni té pour la commande.
La commande étant calculée, soi t TI la valeur de u en "uni té micro".
2 15
Alors, si V = f:axl' on a
il = Vu
Dans notre cas, 1 u
max
1 = 30N, valeur estimée d'après les simulations.
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1.2.2. Mise en oeuvre de l'équation de l'observateur
On obtient alors, d'après ce qui précède :
Le terme rHu- 1x n'est pas autre chose que l'observateur remis dans les
uni tés capteurs pour l' homogénéi té dans la différence ymes - Hi{.
Alors l'équation ( 1) donne
Les vecteurs X et =y
mes
ont leurs composantes en entiers, mais pas
les matrices UF'U-1, UKr-1 , rHu- 1 , UGV-1. Il faudra savoir
effectuer une multiplication d'un entier avec un nombre non entier.
On abordera ce problème plus loin. Typiquement un exemple d'équation
de l'observateur:
(2)
+ 298.146 ( G
me s
- ê1 ) - 7.93686 10-
2
u(n)
On a noté ci-dessus ê1 l'observateur en ~1 remis en unité capteur
(les coefficients de UFU-1, UX r '. rHU-1 , UGV-1 sont evidemment calculés
hors ligne).
1.2.3. Quelques remarques sur la précision numérique.
On a vu que le choix du pas d' échantillo nnage h doi t être tel
hG, hF soient significatifs (cf. § 1.1.1).
La relation (2) ci-dessus permet de remarquer ainsi que, plus
8 1(n) , 82 (n ) sont "grands" moins (Dl (n-s t ) a de chance de stagner
à (Dl (ri},
Donc en plus du pas h qui ne doi t pas être trop petit, on a
intérêt à choisir des échelles telles que les valeurs machines soient
des entiers les plus grands possibles.
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Il arrive que pour un même pas h , une échelle "convenable" fasse
converger le système, alors qu'une échelle mal choisie fait stationner
certaines variables et entraîne la divergence du système.
Le choix de l'échelle semble être d' une importance capitale.
Et, avec le problème de l'échelle, apparaît celui de la restriction des
condi tions initiales. En effet, plus la plage de varia tians permise
aux variables est grande, moins le codage est précis. Et donc il faut
savoir limiter les conditions initiales. (Il Y a, dans un certain sens,
un "gaspillage" de bits, car le nombre de bits occupés par les variables
quand la convergence est atteinte est extrêmement faible comparé au nombre
de bits occupés par ces variables au "démarrage").
Une simulation avec toutes les opérations faites en entier et avec
troncature (la façon de faire ces multiplications est exposée plus loin),
exactement comme en temps réel, est nécessaire pour savoir si l'échelle
est convenable.
1.2.4. Quelques remarques sur le regroupement des termes
L'équation récurrente de l'observateur peut s'écrire théoriquement







On adopte l'une ou l'autre de ces formes, suivant que K comporte des
"grands" gain ou des "peti ts" gains. Dans le cas où l'on n'a pas besoin
d'une très grande précision de calcul, il est plus simple de prendre
comme "unité micro" les unités capteurs (pour les états que l'on mesure).
~t ""'. si xi ~st codé sur n bits et si Y~es ~s t la. mesure de xi'
II appara i t que, Sl Ki est plus que 1, Kiy
me s
r-asqus fort de
dépasser n bi ts, et cependant doi t être dans la même "case
mémoire" que xi' ou du moins être avec le même nombre de bits. Et donc
dans ce cas, les formes (4a) et (5) présentent un dépassement que l'on peut





Par contre pour des gains "petits", KY
n
offre plus de précision que
K(yn-HX
n) .
1.3. Exemple de programmation d'une multiplication.
On a par exemple à effectuer un produit comme : 20.34787 x ""EX ou ""EX
est un nombre entier signé codé sur 16 bits. Le résultat doit être un
entier signé codé sur 16 bits, et rappelons-le, nous ne disposons que des
chaînes de bits, et que de l'assembleur comme moyen de programmation.
Après s'être assuré que la taille du résultat ne dépasse pas 16 bits
(voir plus haut, pour les précautions à prendre, dans la façon de programmer
les calculs ( cf. § 1.2.4. ), on se pose les problèmes suivants :
1 - comment coder a, notamment combien de chiffres significatifs
peut-on garder pour a.
2 - comment avoir le résultat de l'opération sur 16 bits, sachant
que la multiplication de deux entiers de même taille donne un résultat
entier de taille double.
1.3.1. Coder un nombre a rationnel non entier sur 16 bits
Tout d'abord, cela n'est envisageable que lorsque: 1 a 1 < 2 15
nn écrira Œ sous la forme :
_ 1)2: _
Ela l eec do nc l a partie entière de a Lpoaf t.Lve ou négative l e t
0 . a
1
a 2 • Cln la pa rti e fractionna i re écr i t e en base d éc tma Le
Soit K l e nombre entier ~ 15 t e l que :
d 'o ù = _l ~ E ( Cl l~ 2K_ l Donc , on peut coder E{a 1 avec s i gne
su r (K+l) bits Les N = 16- (K+ 1l bits restants se r vi r ont à code r la
par-t i e frac t i onna ire
Fig . 1
Autrement dit, on " pl ace la virgu le " en fo nction de l a taille de E{a }
que l 'on code exact ement , a l or s que l ' on cod e ur:e va l eu r ap prochée O .~n
(voi r plu s l oinl K K-l i
Si E ( a)~ 0 , E(a ) = 0. 2 + i =Oa t2 a i = 1 ou 0
Si E(ol < 0 , E(a) K+ l K K-l , i= _2 + (1.2 ... r ai 2 )~
ai. = 1 ou 0
Si bie n que :
représent ation
en cOITlplément à 2 sur K...l bits de E: o.) < 0
s1 0: ~ 0 :
K- l 1 - - -
i= o aF 1 ... 0 .a 1 .. a n
de termes plus peti te que
si:
- 1>3 -
On a N bits pour CVl'".'Ù""Ü= 'J.U. Ct2 •.• Ctn = ~ Ctj l 0- j . Donc une sommej=l
ne sera pas significative. Donc,
n .
O. Œ1" ,Œn = O. Ct1 ... Ctm +j=~+~j 10- J
j~m+l a j 10- j < 2- N, on ne va garder que m chiffres
significatifs et arrondir le résultat. C'est-à-dire que 0.Œ 1 .•. an
pris égal à Ct1l 0-
1









Reprenons l'exemple évoqué plus haut où l'on voulait coder le
nombre 20.34787.
D'abord 24< 20< 25_1, donc on code 20 sur 6 bits et il en reste N=10
pour coder 0.34 787. On a 2- 10 "'9.710-4 j donc les deux derniers chiffres de
0.34787 ne sont pas significatifs. On va donc les supprimer, mais en faisant
un arrondi des trois chiffres qui restent. C'est à dire qu'on va coder
0.348
Le nombre a aura alors comme valeur approchée (par arrondi)
La r~pr~sentation en m~chin~ de Cta est un nom~re. entier, donc on va.
muLt.Lp.l Ler Œ
a
par 2 , PUlS tronquer, c' est-a-dlre prendre la par-tLe
entière. On va appeler ët cette représentation en entier. Alors:
Ci = 2NE(Œ ) + E(2 N x 0.Œ 1 •.. a~) (Voir Fig.l)
Exemple 2 : Reprenons l'exemple ci-dessus,
Ct = 20.34787 N = 10
0.a1 .• •a~ = 0.348
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d ' où li : 2 10 x 20 -+ E(2 1OxO. 348 1 : 20480 -+ E (35 6 . 352 ) : 20480 ... 356
: 208 36 .
En résumé :
Et ant donné a: E(o.) -+ O.o.l .. . o.n ' pour r ep r ésen ter Q sur 16 bits avec
signe en nombre entier :
- on cherche le plus petit K te l que Elal puisse ê tre codé (a vec signe ) sur
(K-+l ) bits.
_ on code la pa rtie fract ionna ire sur les N: 16- IK -+l } bi t s res tan ts ,
c ' es t -à-di re qu ' on tronque les décima l es pl us pe t ites que 2-"' , ne
ga r dant a i nsi que les m premières oéc rea tee s ignificatives , que l 'on
a r ro ndit : 0.a1 • ..Ctm . .. a n -+ 0 .0.1 •• , a~ où a~ : an ou a m-+, .
- on repr és ente une va l eur appr-oc hée de 0. par :
- N N
c : 2 . E(a } -+ E( 2 xO.o. , .. • a~) .
Re:narque : Le ch oix de K (ou de N) es t fa it par l e pr ogr ammeur e t il doit
se rappel er l ui même cette i nfo rmati on pour l a suite des o p ér -ct i ons La cha i ne de
bits qui ees pr-ésente (i ne compor t e auc une in fo rmation s ur N
La " r epr és ent a t i on mach i ne" de Q eee le nœ ere li ent i e r obtenu en
multipliant une valeur approchée de Q, so it Qa' par 2N, pub
en prenant la partie entière du pr oduit obten!:!.. (voi r c r -d eaeua I
faiso ns a l ors l' opér a t i on: êi x li : R Tf es t en principe un entier
codé sur 32 bits .
C l ti li ' pa r ZN, le pr odui t
en d::::a~~ aRmupa r P ) :~it , en tronquant les
(voir Fi g. 2 c r - ceeeoueï .
Qa x KX es t a l or s obtenu




2 U 7'l H S 2'''11-1
== U7ZL11 k7T7/TT/ /" / /7""7T/]
Ir 16 b it s 1
Fig .2
On s 'arrange . pa r un chotx c -é cbe r t ee a pproprié pour- que le
résul ta t R soit t el que:
Alo r s , le s bits de 2N+ 15 à 23 1 ne sont que des bits de signe du
résu l ta t de l a = lti pli ca t i on. On pe ut a voir donc le résultat sur
16 bi t s ave c signe en tronquant l es bits de 2N+ 16 à 23 1
On obtient a in s i un réeur la t entier Ra valeur app r ochée de Ct x R,
cod é su r 16 bits av ec signe .
Remarque :
La con di tion _2N+ 15 c:Jf <2N+15 qui a s sur e que l e r és ulta t pe ut teni r su r
16 b i ts peut s 'éc rir e aussi eppro xt ee td veeent. 12No. bil c 21\+ 15
puisque 2No. est approxi mativement éga l à ii Ceci don ne donc
la co ndit i on lliil <m2'5 Si Ct es t une co ns t a nte et XX une
variable , I l fau t t oujou r s a -ae eur e r- que la variab l e XX est bornée
par ~ 1 sinoo on obtient un produit plus grand que 2 15 Ainsi . ql.Oand
on a !R! Sorrlœ de produits à effec tuer . on a intérêt il faire de telle sorte
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que la sorr.me soil de la forme
P
i~ 1 (Xi6x i où chaque variable 6x i
est bornée par 215/ICtil. (Le groupement des termes est une autre
affaire ... ) .
Exemple 3 :
On a à programmer 20.34787 x ïSX, où ïSX est une variable entière.
Pour que le résul ta t soit sur 16 bi ts, on s' assure donc que ïSX ne dépasse
pas 215/20.34787, soit 16xl < 1610.
a. Par exemple = ïSX = 810.
D' après l'exemple 2, Ct = 20.34787 donne Ci = 20836
Programmé comme indiqué ci-dessus sur le 8086, la mul tiplication de
20836 par 810 suivi de la troncature des bi ts pour ne garder que 16 bits
donne comme résultat: 20.34787 x 810 = 16 481.
Alors que le résultat obtenu sur une calculatrice de poche (donc sans
approximation de 20.34787 à 20.348) donne:
20.34787 x 810 = 16481.775
b. Par exemple ïSX = 1600, c'est-à-dire proche de la limite permise
la programmation sur 8086 donne 20.34787 x XX = 32556, alors que
la valeur obtenue sur une calculatrice de poche est 52556.592.
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2 . Drmcri:>tiQn d e l a partie "ma t é r i e l " de l a cv !lll:lan d e .









Nous n'avons faiL figurer que les orGanes essentiels, strictement
nécessaires à la compr é hens l.on du fonctionnement du syst;,me. Notamment
la carte m.Lcroprcceos eur-, qu i. est le principal organe de calcul, se
réduit à l'uniLc" c ent.r-a Le (~ïC), aux mémoires et aux entrées-sorties.
Les e Lr-eu i t s i'lt6grés sont dessinés avec le:.:.!' code, tandis que les blocs sans
code sont des circuits é Lec t ro n Louee r,Salis6s EcU C.A.I. Les flèches repré-
sentent le sens de la circ'.i l a t i.on de l'information, les chiffres à cô t.é
d'elles représentent le nombre de bits que contient une information
Lum.?ri·que. (PeI' ex e.npLe , à l'entrée du port P1, la mesure x de
l'abscisse du chariot e,]t sur 12 bits).
La partie "mat é r-i.e.L'' se compose essentiellement de :
1. La carte SDK-86 qui est l'organe de calcul. Il fait l'acquisition
des mesures, exécu le les calculs, active l' ac t i.onneur selon un algori t.hmo
programmé. VUC de La car t e est le microprocesseur 8086 (Intel).
2. Le c i.r cu.i t de commande du moleur et le moteur lui-même. La t r-ansm.Las i.o n
au moteur de l'ordre donné par' l'UC se fait à travers un circuil d'interface.
3. Les capteurs qui donnent la mesure de l' cingle de la barre du bas
el la position du chariot sur les rails.
4. Un potentiomè tre pe.rme tt arrt l'en Grée d'llO po i.n t de co ns i.gne pour
la position du chariot sur le banc.
i~OLlS allons examiner ci_après ces quatre parties. Pour les détails
su r la carte SDK-86 et sur les circui ts inttSgr6s non strictement
nécessaires à la compréhension de l'application qui nous concerne, on se
reportera aux notes techrüques des constructeurs.
Comme on le verra, le capteur de position sera l'objet d'une plus grande
at t.ent Lon, Cette partie de la réalisation est une illustration des
t echnLques de l'Automalicpe Séquentielle. l:ous présenterons la synthèse
du capteur (plus précis6ment du d6tecteur de s -r;s de par-cour-s du chariot)
par la méthode classique des taoles. Il est à remarquer que ce t Le m(\thode est
très critiquée dans les ouvrages récents, Leur-s auteurs estimant qu'elle
n'est pas applicable aux cas Lndus t r-i e.la où l'on a un crand nombre d'entrées
et de sorties. (cf. [5J). Néanmoins, pour les cas où le nombre d'entrées
et de sorties se réduit à ? ou 3, elle peut être un moyen systématique.
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Seulement lorss,u'il en est ainsi, un électronicien expérimer,tE~ peut
corrcevo i.r le circuit sEiquentiel "empirio,uemen t", sans avoir recours à aucun
calcul! Dans notre cas, la ve-rsion "empirique" du circuit correspond
tout à fait aux éouations dédui tes des calculs.
).1. l,a carte SDK-86 (voir photo n010.)
Carac téris t i.q uec .obys iques
- Io ngueur : 34.3 cm.
- ü,rgel.lr : 30.5 cm.
- hau t.e.rr- : 4.4 cm.
- poids : 0.7 kg approximativement.
Nous allons àrScrire brièvement les parties suivantes de la carLe SDK-8G
- le microprocesseur 8086 et le logiciel de base ri e la carte.
- les boîtes d'entrEi6-sortie.
- les boîtiers mémoire.
Nous Lnd i.o llero'iS en plus qu e l c ues indications à propos du timer
programmable que nous avons aj ollté à la carte.
Encore une fois, nous simplifierons délibérément la descri-ption
technologiclue, ne gardant que les do t a i.Ls nécessaires à la compréhension
de notre programme et de la réalisation "matériel" eue r-ous avons ajou Lé e
à la carte SDK-86.
2.1.1. Le microprocesseur 8086 et le logic-i el de base de la carte S:JK 86.
Pour la programmation du 8086 ou pou.r les caractéristiques hard
du 8086, on se reporlera à la Documentation Intel ou à l'ouvrage [G].
!'1entionnons s e.i Leuen t Gue sur la carte que nous avons
- 1'OOrlo(';e est de 511Hz.
- un cycle d'instruction est alors de 800 ns ,
Notons Que, avec 20 b i t s d'adresse le 8086 peut adresser 1 méga-Octets.
Une do nné e de 16 bits se divise en un octet su.r une adresse paire et un
octet sur une adresse impaire. Cela germet de lravailler en 8 bi t s ou en




Fi g. 2. ext r ait de ( 6 ]
or gan es, i l fa u t t enir compte d e ce dé t a i l. On l e verra dan s notre C83 ,
à pr cp ca du t imer 8253 qu e nous avo ns a jou t é ft. l a car t e.
Le f ait que l 'adr ess e tient s ur 20 bits f a i t qu t eLl.e es t l a eomae d:.!
con t enu d t un r egist r e de s egment (16 bi.t s) e t d t un of f s e't de 16 bit s .
Ceci doit êtrtl pr i s en co mpt e au niveau de la progre.!llCat io n .
QUant s u l ogi oi el de ba s e d e la carte SDK - 86 , il s e limit e à un
pr-og r-amme ltOni tC tlr pe ree e t e ot l luti l i sa tion d tun c l av ier hexadé c imal
i nco r po r é à la ca r t e e t l' u t ili s a t io n d 'une t é 14 t y pe .
Le langage de progralltIla t io n est unt aueaene l "aas eob l eur .
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Ph oto nO 9 a
1
/
Photo nO 9 b

Sur la Pho t o nO')a, on distingue:
: t6léptype
: a l Lmen t a't t on de carte SDK-86, de la carte logic:ue, du capteur
d'angle Ci. 12 V).
carte de Logique de com:nande di, rio t ou'r (voir photo no 10)
po t en t Lomo tre pe rme t t an t de déplacer le point-consigne en abscisse
la carte SDK-S6.
le hacheur ou bloc de puissance du moteur (voir aussi 211oto nOn l.
le capteur de position (voir aussi Photo nOS).
le moteur
le potentiomètre [JermeLtant la mesure de l'angle (voir aussi Photo n07 l.
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?l .? I.e."! en trée3 /s,)r t t es (parallèl es)
La c ar l e SDK_B6 a d e'H po r t s d IE/.:; Pl e t P2 , d 'adress es r-eep ec t iv ea
FFFF e t FFFE, co ns ti t u és d e d e"ll: bo lt i er3 8255 A.
cnecu e por t co n t ien t 24 bit s He l on 3ChlÎrua. eutveee ,
8 A
8255 A





On peu t programm er A, B , C en e nt ré e 0 11 en ec r t t e , On peut ml;me
pr ogramm er C pa r mor ceau x d e 4 b its .
Dans notre appli cation , nous ave ne cho i s i Pt co mme port d t en t r-ée et P2
co mme por t de s ortie . Les Fig. 4 e t ') r e pré s ent en t les s chémas d e Pl e t P2
av ec l es edreae ea d es d iffér ents por t s .
Le port PI A f ait en t r er les hu it b i t s d e pofda faibles de la
mesure d e J: , Pt CO-P1C3 r e çoit l es b its d e poid s f orts d e 1 .
Le port PIlI f ait e n t rer l a c esu r-e d e 81 Cà. la 8"lrti e du c onv e r t i s-
a eur- analogique-digita l) .
Le bit PtC4 pr ov enan t du bloc " Io gdcu e d e Co llUlLand e du lllOteur "
inform e l lUe s '1 l f au t passe r au pas d e r-écur-r-en c e suiv ant ou no n ( cf . § 2 . 2.3 ) .
FFF9 Pl' ,xo - Xl
Pt C (4-7) PtC4
r FFD pte (0 -3 ) xa - vt t
FFF8 PlB 80 - fJl
PI FFFF
_ 148 _
Le po r t P2A rat e s or tir une don né e su r un c onv er t i sseur digi t a l /analogiq ue
8 b i ta . Cel a p ermet , notamme"lt pour d i fférent es t:li afE au po i n t , de v da ua Lks er-
un e var i ab l e sur u n éc r-an d ' o s c illos cope .
r,e port P2C f a it s or t i r d e l' OC u n ":not d e eontr- ôLe" qu i e s t un e
i nfo rma t i on pou r l a lo gi que de c ommande du mot eur e t pour l e co nv e r t â ae eu r





FFf C P2C( - 3 ) control e
fF FA P2B
f' i g . '5.
La Fig.6 . r e pré sente l e mot d e co n trôle "au r e pos " .
Demande
con ve rs i on
l




P 2 C 1 max Inve r s io n Lcac Q
si gne
Fi g. 6 .
Pou r une meill eu r e cc mpré hens âon , o n s e r ep ort era au c ha pi t re
"Logiqu e d e commande du mot eur" .
: actif en 0, germet un "Load Q" au compt eur r.e:i193 (cf §2-2-3).
P2C1 : actif en 0, impose un arrêt rcot e.rr ,
: permet de choisir LLn sens de rotation 0'1 l'autre: 1 pour le sens + .
(sens croissant de x), 0 pour le sens_JCe bit est ainsi t.ou jours
"actif"). On aura le sens + pour un mot de contrôle égal à 57
et le sens - pour 53.
P2C3 : actif en 1 est 13 denande de conversion au co nv er t Las eur-
aYlaogique/digital (nJesure de l'angle).
: actif en 0, donne un courant maximum au moteur.
?2C5 : ac t Lf en 0, permette faire un load au eorrpt eur- de posi t LOE.
Le port P23 fait sortir le nornb r e Q (proportiormel à la tension désirée
aux bornes du moteur; cf. § ~~.2.2) sur Le com ct eur- eB195.
2.1.3. Les m6moires
• [\1émoire RON
Quatre boîtiers d'EPROJ1 2716 donnent 8 K Oct.ete ,
L.es 4 Koctets d'adresse de J?l)OOO à F'F'FFF contiennent le programme
.non i t eu r ,
Les 4 K ocLets d'adresse de FillOO à FEFF'F' sont réserv6s à l'uLilisate'clr .
• JIlémoire RMI
Qclatre boîtiers 2142 donnent 2 K octets d'adresse (ie 0 à 7 FF. L".lti.lisateclr
peut 'Je servlr de l'adresse 100 à l'adresse 7'F'F, les enp i.acerne-rt s
d'adresses inférieures à 100 son'. réservés au moniteur.
Pour d'autres détails concer-nant le décodage d'adresse, on se reportera
aux notes du constructeur.
2.1.4. Le timer 8253 (Intel)
Quelques mots à prooos de sa oroD'raIllIIlation et son câblage.
1e timer 825'3 es L un timer 16 bits pr-o gr-ammab le.
Il est traité co mme un port d'entrée-sortie. SommairenJent, (dans le mode
u tilis6 dans no tre app l Lcc t i.o n } le timer recevant en permanence un
d'horloge, l'UC inscrit dans le Limer un nombre et reçoit à la so r t.i e du
Limer un signal dont la fréquence est celle de l'horloge divisée par le
nombre -ni s dans le timer. La fréquence ô e L 'horloge notre cas es L
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est de 1Mz.
Le 8253 contient trois compteurs, ici on n'en utilise qu'un. La Fig.7
représente un schéma extrait du catalogue.
Fig. 7.
A2 du bus d'adresse du 8086. On sesont reliés àAo
rappelle, ce qui a été plus haut que, quand A
o
(du 8086) est
égal à 1 c'est l'octet D8-D15 du bus de données qui est concerné. Ici
on a relié Do-D
7
du 8253 à DO-D7 du 8086. Et, comme on va le voir,
A
1
(du 8253) a besoin de prendre la valeur 1. (Ceci montre que, pour
programmer, souvent il faut connaître un peu l 'archi tecture matérielle
du microprocess eur ).
1e "ModeWord", mot de 8 bits est considéré comme un port, ici d'adresse 0006.
1e compt eur- nOO (le seul utilisé ici) est considéré comme un port ayant pour
adresse 00000.
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Le Mocie Wo r d égal li ' 36' pr-ogr-amme l e 'Li me r comme s uit
_ c tc Ie t r- l e comp te ur nOO.
- c m i s i r le mod e '} d e cOlllp t ag e qu I eonexe t e li d iv i ser la
I'r-équen ce d e l ' horl og e par le noab r-a mia dans l e coa pt ecr- e t mettr e ce
s i gn a : à la s o r ti e du eoe pt e ar nOO.
- p ue Illet daJ13 le coe ot enr- l ' octet d e poids f o r t d ' abord ,
pu i s c e l u i d e poids faibl e ( le nombr-e par Leq u e L la fréqu en c e
d ' horlog e e s t divisé l:!Bt au r- ! 6 b its ) .
2 .2 . Le c i ro uit <te COmJ:l3nde du mo t e'lr
Le moteur e n t r alna n t l e f ecli l l a rd e:'Jt un mo t e cir Il CO'.J.r ant con t i nu .
Comman d é à pa r t ir d e l ' UC, i l né ces s i te u n oi r cu i t l og ique s ervant , d 'un e
c e r t a i ne mani è r e , d t Ln t e rf' a ue ,
NOll!'! allorl."! t o ut d 'abor d r app e l er l e pr i nci p e d e comaand e pa r
hachage du moteur à cour a nt co n t i nu , pu is no ua intér esser au c i.r cuc.t
l o gi que de co mma nd e .
2 . 2 .1 . Fon ctionn ement du Dateur
2 .2 .1 .8. FO!1otionn e'TIent li v i t es s e co ns t ante .
Fi g . 8
S i l] d03igne l a tensio n au x bornes du mo t e.J.r, lol sa vit ess e a ngu l aire , j
l e cou r a nt traversant l e co t.e ur- e t r l e co uple uc t.eu r-, on sait , qu ' en
régil:le pe rman ent , r e s t pr o po rti onn el à I , e t la f . c.é . m pr op or t i o nnell e
11 w. Si bien qu ' on a l es rel ations suivant es , en régime p er manen t :
- 152 -
u -~ RI + 'JX-0
Le facteur de proportiormalité cp est un coefficient qui rend compte du
flux magné tique to tal dans le moteur. Théoriquerr.ent, cp dépend du
courant, mais ici, pour simplifier, nous allons supposer que cp est une
constante indépendante Cie 1. R es t, bien entendu, la r ésistan ce
ohmique du moteur.
Pour une tension U le mot eur tourne dans un sens, pour -lT il tourne
dans l'autre sens.
2.2.1.b. Fonctionr;ement à vitesse variable-Hachage de tension.
Si on veut donner au tno l eu.r des vitesses variables, on peut faire
un hachage de t ens i.o n ; nous allons en rappeler ci-dessous le principe
Fig.9a Figo9b
On alimente le moteur avec une tension fixe Et on suppose
que, sur un intervalle de temps T 9-SS ez petit (5 10 ms dans no tre
cas), fermer l'interrupteur pendan t un temps T < 'T' et le laisser
ouvert pendant T-T, est équivalent à appliquer une tension f U
ma x
pendant tout l'intervalle de temps
On va négliger les phénomènes transitoires et supposer Due les
relations s t a t i.quss (1) rappelées ci-dessus sont valables pour chaque
tension {U
max
aux bornes du moteur.
- 153 -
La fig . 10 représ en t e l e s c héma d e pr-tnc tpe du c i r cu i t de oolaan de du
IIIOt.n r . L' interZ"\lpt eur à l a f ig"J r e ::'_a c i-d a'Hlua es t réalis~ pa r d œ
tra na is to r s d A co mmu ta t i o n.
- Alim
Fig . 10
Sc hé%ll d e pri:-.c i p e du cirC..lit (j e
c omma nd e du œ t eur ,
E
1
Ëz sont de s eoœaa nc ee lo g i Qu es générées par prograIrllll e . Acth'ftS e n 0 ,
E, 011~ f ermet la rotat io n du IOOte11r dans ur. a er1B ou d,an3 l 'autre . Su r
CAAqll e i n t ervall e de t e ll:tJs h d e d iscrétisation , E, oU ~ est
cain tenue il zaro f end ant un e fractio n '" d e h, Le oou ran t c i r C..l e
alor e , soU li. t rav e rs l es o-aœ te ec ee "" , T12 et T" el i l • O.
saLt il trav e rs 1'21 ' T22 et T::'3 a i Ë2 '" O. so it dans le eot.eor ,
r-eaj- ect t v ..ment c e A v er3 B ou d e .6 v ers A.
_ 1,4 _
Le temps , pendant lequel
d'après l'approximation v ue pLus
E2 est maintenue active est,
proportionnelle à une tension
que l'on ferait varier aux bornes du moteur.
La photo [l0 12 représente le circui t de commande du moteur,
c' es t-à-dire es s en t i.e.l Len.en t. les l.r-nnn iz tors
1'23 et les photodiodes cornr.andé ee par E1 et
2.2.2. Logioue de commande du moteur.
et T2 1 , " 22'
A chaque ,"as de récurrence (E-1), la force u(n) = - CR(n) qu'il
faut appliquer au charto t est ca l.cu l é , Lo v i t es s e estimée du moteur,
co Lt ven) ec t une composante de X(n). Ainsi, à partir des nombres u(n)
et ven) fournis par l'IJC, la partie Log i qu e que l'on va décrire ci-dessous
doit commanc or le moteur de teLle sorte qu'on ait le u(n) voulu.
Pou r une force u(n) désirée, si p désigne le rayon de l'arbre
mo t eur , le couple moteur est r(n) = pu(n).
La tension que l'on devrait avoir aux bornes du moteur est alors
Ven) = ~ u(n) + .!L- ven)
d'après la relation C,).
E
1
ou E2 doit donc être maintenue ac viv e penciant un temps 'n
proportionnel à n(n).
Si h désie;ne l'intervalle de (iiscrétisation, U
ma x
la tension
aux bornes du moteur, on a alors :
Si l'on corle sur 7 bits le nombre r-epr-és er.t a t.àf de O(n) et si
L'appelle QIJ' on aur-a :
Qn ,n ~)
127 - h (Jmax
- 1 -;5 -





Schéma de la Logique de Commande
du moteur
Le timer, progra=é par] 'UC, fourni t une horloge de période -T27
compteur qui incrémente un nombre A de 0 à 127 (et se remet à zéro pour
r-eco mraencer }, Tant que A est inférie'lr au nombre Qn désiré, la
sortie logique du comparateur active une photodiode (voir Fig. 10 et 11 ) qui
fait que la tension est appliquée au moteur. Selon le sens choisi
par le progr amme, on a = 0 ou E2 = 0, c'est-à-dire que l'une ou
l'autre des photodiodes cho i.s i e , donc le sens de rotation du tno t e.rr- ,
Dès que A atteint la valeur
que le cour-anf va devenir nul
En résumé, l'Ue ca Leu Le
E1 ou E? sont désactivées, c'est-à- dire
le moteur.
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et le circuit logique cle commande du motenr maintient Ë1 Ë2 active
pendant une durée proportionnelle à Qn.
La photo n011 représente la carte de logique de commande du moteur
et les compteurs du capteur de po a i t i.on , (le capteur de position se
compose eas en tLe Li eraen t des compteurs d'une part, et d'autre part du
détecteur de sens de rotation).
2.2.3. Quelques détails technoloGiques sur la "synchronisation" du circuit.
Le but (lu cLrcuit logique est de maintenir Ë
1
ou Ë2 à zéro selon
le sens choisi par l'DC, et cela pendant une durée proportionnelle à Qn' à
chaque pas de récurrence du programme qui doit durer exactement Il = 5ms.
SchématiqClement, l'HC réalise l'acquisition des mesures, calcule
la durée Qn cl 'alimentation du mot eur- ainsi que le sens de rotation de
clui-ci. (La durée de t.ou t ceci doit évidemment être .i nf'é r i.eur-e à h.).
Puis il attend Le signal logique P1C4 venant du circuit logique, qui
l'autorise à rendre effective la commande qui v i ent d'être calculée.
Le rôle de P1C4 est alors de syncbroniser l'envoi de la commande et le
début du comptage au compteur 13393.
Le choix de Ë1 ou bien de Ë2 qui détermine le sens de rotation
du moteur est dicté par l'HC, qui envoie sur la broche appelée IS du LS193
(IS pour Inversion-signe) un 1 si Ë2 est choisi, c'est-à-dire le sens (+)
du moteur, et un 0 si Ë1 est choisi. (Voir Fig. 12a).
En effet, le compteur IB393 compte de 0 à 12S, puis se remet à o.
Son bit de poids fort (MSB) met alors un 1 sur N1-S. Ceci assure aussi
que la commande une durée exacte de h , car, tant que A < 128 les
signaux Ë
1
et Ë2 ne changent pas d'état.
Le comparateur IBS5 fournit le signal Qn = A qui désactive
la commande. Par exemple, le sens (-) a été choisi, c'est-à-dire Ë1 = 0 ;
alors, (voir Fig. 5.b) quand A = Qn' devient égal à 1 jusqu'à la
fin du comptage (A=12S) (où il peLt égal à 0 ou rester
4gal à 1 selon que le sens dicté pat l'De est Ë1 ov Ë2 • Sur la Fig.5b, nous
avons choisi le sens (+) pour le pas suivant).
Le compteur à char g emerrt parallèle IB193 charge ~ dans le
comparateur et permet de choisir le s ens de rotation (par IS). Le
nombre f~n n'est chargé que lorsque le boîtier a reçu le signal load
envoyé par l'HC. I~ais l'Ue, attend le signal P1C4 (haut) sortie de la
bascule B2 pour envoyer le Load , Le bit P1 C4 est égal à 1 Qn=A.
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L'impulsion load (=0) charge à la fois le nombre Qn+1 et le sens 13
pour le prochain pas. Mais ce sens ne sera effectif que lorsqu'il
.'f aura un 1 sur N1-8, c'est-à-dire lorsque le compteur aura fini le
compLage.
Ainsi la commande (Qn et sens'" Is) est "proposée" par l 'liC dès qu'il
a fini les ca Leu Le et reçu l'autorisation par P1 C4, mais n'est r-endue
effective qu'au début du comptage suivant. Cette synchronisation de
l'envoi de la commande et du début du comptage pour la commande suivante
assure que le nombre Qn atteint par le compteur est effectivement le
nombre désiré par l 'DC. De plus, la durée de la commande est exactement
égale à h,
2.3. Les capteurs
Les capteurs sont au nombre de d aux : un capteur d'angle et un capteur
de position du chariot. Le capteur d'angle mesure l'angle que fait la
barre du bas avec la perpendiculaire aux rails, et le capteur de p03ition mesure
l'abscisse du chariot sur les rails par rapport à une origine fixée
l'opérate'lr.
2.3.1. Le capteur d'angle
C'est un potentiomètre actionné par un engrenage solidaire d es mou-
v emerrt s de la barre inférieure. (voir photo n07).
Le po t en t Lomèt r-e est alimenté en +12 V et -12 V.
L'excursion de la barre est limitée entre +90 et _gO environ.
N'utilisant que 4,5 Volts pour l'excursion maximale de gO, et avec
un corrver-t ias eur- analogique/digital de 7 bits + signe (voir plus loin)
on a les correspondances :
35 mV~-) 1 unité numérique H 0.07 degré (soit 1.2368 10-3 rd) .
• Quelques détails à pro pas du conveTtiss eUT analogique /digi tal.
C'est un ADC 80 AC-12 (Burr Brown) 12 bits. Mais seuls les 7 bits les
plus significatifs et le bit de signe ont été retenus. Initialement la
taille 12 bits a été choisie pour être proche de la taille 16 bits avec
laquelle l'angle sera codé dans les calculs. Mais il s'est avéré que les
4 derniers bits étaient entachés de bruit, et que finalement une aussi
grande précision n'était pas nécessaire.
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Pour accep ter un e lIle:lure de l ' ang le, l 'UC doit adr es s e!" au ee nve - ut sa e c-
un e impulsion {pc at t Iv e ] de demande de co rwers rc n, Envi r on 25 ce ptue
t ar d l a conver s ion es t pr êt e.
La demande de conver s i on s e t r ouv e au b it P2C'~ d 'm por t d ' entré e/sortie
d e l a carte- mi c ro . Pour é conomi s er l es ent ré es / so r t ie s , nous n 'avons
pas fai t ent r er l e bit de "f i n d e conv er s i on" du eonv er cae eeur , ea rs
nous avons fai t une bo uc Le d 'attente d ' environ une t rent ai ne d e cu cro-e ecc ndee ,
ce qu i ares t av6ré suffisant .
2 .3 . 2 . Le ca pt eur de 00'!1t 10n.
Un di sque di visé en ' 6 s ec t eur s noirs et ré f Léchfaeant e surmont e
l 'arb r e du raot eor , e t es t e xposé à d eux pbo to ddcdea (voi r Phot o nOe ) .
Ce l Lee- œL a ttaque nt un circuit de mi s e en f or me des signaux qui donnen -t
à la sor tie deux signaux OUT' et OUT2 av ec des fro nt s ne t s soit en avance ,
s oit en r et ar d l ' un par rapport à l 'aut r e (cf. s chlltn8. nO 6 pour l e ci r C'l i t






Ces deux signaux entrent dans un ci rc uit (séquentiel) Qui donn ent
l e s ens de ro t a t i on du mo t e ur-, La sy nt hès e de c e c i rc 'l1t séquentiel
(ou eu t cna t e } es t ex poaé e en détail à Lt ann exe A2. • (Les s i gn au x OUT'
e t OlJT2 son t ap pelé s dan s c e c ha pitre X
o
et Xl) .
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Les f r on ts de uc nt ée et d e des c ent e de OUTl (ou OUr2 ) s erv ent d ' horloge
aU1 cOlllpt e'.tr s fié eo mpt ellr s (7 4IS 191 ) Qui donn ent la pos ition du char i o t
d f z-ec t ement. donc en di gi t a l. Le s en s I ndfqué par l ' aut ocat e i nd i 'l 'le aux
co lll p t e~lrs }lé co mpte'lrs s ' i l faut incr é ment er ou dé cré ment er .
On pe<lt résumer ce l a per l e s cné ee s ui v an t :
POS I T I ON
DU CHlI RI OT
Fi g . 14 .
Par s ouc i d e c Lars é nous avons re l ié O!JT2 direct ement à l 'horloge du
Colllpteur ;1>éeolllpte'_lr. En fai t , co eae i l a été dit plus haut , on pr end en
coe pee c œcue fron t de des cent e e t de mon té e OUT2 (ou QUTt J.
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Ce qui fa it qu e , av e c 16 s e c t eu r s no i re et réfléchi s sants , un r ayon d e
1J . J8 mm à l a pou lie r elié e au f euillard e t un rapport d e déllluitiplication
de'; a u ni v eau d e l ' arb r e mot eur , o n a la co r r e s ponda nc e eu tvent e
1 unité du Compt eu r '" 1 .05 = d e dé p Ia c cmcirt ,
Le b l oc compt e'..lr !Mc om:pt Clr à l a figure 2 r e gr oupe en f ai t trois
coe pt e ur-s ydécompt eur a 74 LS191. La s or t i e os t donc eur- 12 b its signés
(p olIr plus d e pré cision , s e r eporter au s chéma nO 4 ) .
2 .4 . Poten t io mètre pe rme t t ant l ' entrée d 'un poi n t de consigne
pour l a pO:'lition du ch ario t su r le ba nc.
Par l ' i nt e rmédia i r e e -un potentiomèt re e t d 'un con ve rtisseur
an a l og i que / d i gital (AOC 08 16) on peut i mpos e r une pos iti on de
co ns i gne pour l e cha riot.
Le por t P2A se r a a l o rs pr-og r-ammé en entrée e t accept e r a les
huit bits de poid s forts s ort an t d ' un conve rti ss eur .
L' UC envoie l 'impulsion "Sta r-t," a u convertis seur s ur P2C1 . et
atten d l e s ignal de f in de conversion (EDe) su r P1C5 (en fait
l ' impul s i on EOC est eémor-L a ée da ns une bascule à la so r t i e du





1. Résultats de simulation
1. 1. Modèle à une barre.
La~ donne les résultats de simulation où l'état du système
est calculé avec 32 bits en virgule flottante sur le Perkin Elmer,
et où l'observateur est calculé comme il le serait en temps réel,
c'est-à-dire sur 16 bits, en virgule fixe. Les mesures se font en unités-
capteurs.
On a introduit un biais de mesure be , sans en faire l'estimation.
On note un biais de position assez important.
Les uni tés sur les axes des ordonnées sont les uni tés-capteurs.
La Fig. 2 S représente la simulation dans les mêmes condi tions que
précédemment sur la précision de calcul de l'observateur et de l réta t ,
La différence avec le cas précédent est qu'ici on a introduit
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1 i:odèle à èeux
1 • z , 1. Avec un ressort raide (k/m8l:::: O. J:J)
. La Fig. 3S représente la simulation de :
Le calcul est fait en "unité-micro", mais avec les 32 bits de précision
de Perkin Elmer, en virgule flottante.
Les candi tians initiales sont :
x = 10 cm ; 8 1 = 3°
. La Fig. 4S représente la simulatian de :
Le calcul est fait en" unité-micro", avec 16 bits en virgule fixe,
c'est-à-dire avec la précision de calul de l'observateur en temps réel.
Les candi tians ini tiales sont ;
1 cm; 8 1 = - 2°
o = w1 w2
Cn remarque une très rapide convergence de (X
n
) .
représente la simulation du système avec l'état
( p r-é c t s r c n du
Perkin Elmer). l'observateur calculé avec 16 bits en virgule fixe
comme en temps réel, les valeurs mesurées en uni tés
capteurs Chacun des trois schémas représente l' éta t et l' obser-
vateur superposés (x et X, 8 1 et ÈJ 1 , 8 2 et
Sur les deux premiers schémas, on a x et x,
8 1 et ê1 , aux un i t.é s capteurs pour montrer qu'on n'a pas "saturé"
les capteurs. (valeur maximale en x permise par le capteur de
posi tian : 2047, valeur maximale en ~)1 permise par le capteur
d'angle ; 127)
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, . 2 . 2 Ave c un r e s s o r t mo u ( k/ mgl :: 0 .30 )
La~ r ep r é s e n te l e pe e o ba c k stati q ue sur l ' é t a t co mpl et
( x ,e , , ~ , v ,wl ~ w2 ) c 'est _à_di r e la simula ti o n c e
Le calc ul est f a it su r 3 2 b its , en v i r g u l e fl ot ta n t e .
La F i g .7S re pr és en t e l a s i mu la t io n do
Le c a l c u l e st fai t su r ' 6 bit s , en v irg u le fi xe .
La f i g 65 mo n t re u ne sta bil i s a t io n sa tis fa i s a n t e La pu iss a nce
u ti l i sée a u moteu r est é ga le au tier s de l a pu i s sa nce
d i s pon ib le Le s ga i ns d e l ' o bser vat e u r é t an t r é glé s a ve c
un e dyn a miq ue d 'erreur be au c ou p p lu s s ta b le que ce l l e d u
co n trôl e ur ( F i g 7S ) , o n de v rai t no r ma lem e n t en l ' a bsenc e
de non _l i néa r i t é s i nt r o d uites par l es e r reu r s de tr o n c a t u r e ,
o b te n i r un co mp o r t eme n t glob a l tout a u s s i sat i s f a i s a nt
Ce n 'est pa s du tou t ce q u 'on obser ve e n simu la t i o n (v oi r
~;con dltlon s de c a lc u ls par e i ll e s q u e c e l l e s d e l a
s i mu l a t i o n r ep r é s e n t é e à la Fi g . 5S ) . I l n 'y a ma nifesteme n t
pa s s é pa rat i o n d e s d yn a mi q u e s de r é gu l at i on et d ' ob s erv a ti o n et
l ' i n t er a c tion e n t r e l e s de u x d yn amique s es t t r è s s e ns i b l e
a u ch oi x de s gains Le me i l leur comp ett e men t q ue no u s a v o n s
p u ob t enir pa r un r é g lag e co nj oi nt d e s deu x d ynam i q ue s
u tilis e une puis s a n c e égale à c e l le de l a sa t ura t io n d u
n o t eu r , de so r t e q u e l ' expér i e n ce n ' a pa s é té t e n t é e
- 171, -














~ l ~.... -;j
)~ 1< fl 19~










° 1-·;d2'~5t. i t













2 Ré s ul tats r é el s
2 1 . Char i o t à une barre.
La Fig .IR est l 'enre g i s tr eme nt de la me s ure de x
La pos ition de consigne es t à 6 1 mm ,
La Fig . 2R es t l ' enr eg i s t r ement de la mes ure de x On a chang é de po-
at t Ion - c o n s t g ne. de x en cours de r out e
La Fi g . JR es t Lvenr-eg.Ls t.r-ement, de la mesur e de l ' a ngle .
2 .2 Chariot à deux barres .
La fi g . 4R est l ' enr egi s t r ement de l a mes ure de x .
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Au cou rs de la r éa li sa t i on de cet t e e xpé ri ence , nous a vons pu nou s
conf r ont er à un cert ain nombr e de prob l èmes pra tiques , qui , à notre av is
doi vent se pr és ent er chaque f oi s que l 'o n commande numériqueme nt un
s ys t ème méca ni Que ; t e ls sont par exempl e , le pr obl ème que pos en t le s
f r ottement s, le pr-c bLècre de pr éc i s i on nu mèr-Lq ue , l e pr oblèn:e du c hoi x
d 'u n pa s de discrétisat io n . Si nous n ' a vons pa s pu l es ré soudr e tou s ,
nous nous s ommes ef f or cé s de mon t r e r l eur i mpor ta nce De t ou t e faç on , pour
notre part , l ' ex pér ience a é t é enrichi s sant e pu i sq u 'e lle nous a fait
déco uvr i r de f açon concr è t e ce r ta i ns probl èmes pos és par la commande
d ' un s ys t ème
Dans l 'é tat actuel de l' e xpé r i ence , l e chariot à une ba rre e t à
deux barr es av ec un ressor t " r a i de" fonc ti onne de faç on sat is f ais a nt e
Nous n 'a vons pas pu r éaliser l ' exp ér ie nce à deux ba r re s avec un r essort
sou pl e ou en Lvabsence total e de r es so r-t Nous penson s que ce l a ce t dû
en par ticulier à l 'i nsu f fi sa nce de pr éc ision numér iq ue don t nous disposons
Ce pr oblème doit s ' a t t énuer l or sq ue l a préc i s i on du microproces s e ur
augn ente pour s ' ap pr oc her du comportement " l i néa i r e " lo r s que l e s non-
linéa r ités nunér-Lquea disparai ssent Comme l a théori e nous dit que l a
sta bi lisa ti on de l ' ens embl e ave c l es mes ur es ac t uell es est pos s i bl e ,
l 'e xpéri ence do it ê t r e réalisa ble s ans ressor t mai s il faut certa in ement
à tou t le moi ns d i sp os er , pou r la mise en oeu vre , du calcul en virgu l e
f l o t t a nt e Nous av ons l ' impre ssion, avec la technol ogi e à la que lle nous
nous é t i ons lim i té s vo j cnt at r-ement , d ' avoi r atte i nt l es limi te s de ce
qu' il é t ai t poss ible de fai r e
A l 'heure ac tu elle l 'expérience du dou ble pendul e i nversé est







Réa l isat i on d e l a l i a i son élasti:Jue <iL! tandellr d e bar.ces
1 . Equ i val e nce du res sort à boudin et du r~ !'l o rt sp iral dan.<: le
dow.f1.1ne des pe ti t s an g l e:).
Au COUI"8 ô e l 'étu d e t héo r ique , ['.(lUS avens s upposé que l es d eu x ba rre s
Dont r elié es par un r eaeor -e s p i r a l , de co ns t an t e de t o rs io n k , c' e s t- ll- di r e
c u e , si l 'angl e f ai t par Lee d ~J: barr es es t e2- el
, alors l e COUille d e
t orsion exercé par l e r es sort a pour modu l e k 192-91 1 e t i l Lend à r amen er
Lee bar r es dana l e pr-c .Iong en en b l ' un e d e l 'autre .
Dans la réej Iaa t tcn ré e l le du tand elll d ea barres , la liaison élas tiqu e ent r e
l es d eJ.:J barres ec t assuré e par u n r es so r t à boudi n . Nous allons voir
pou 'l"Qu.o l c ett e réalisation es t l é gi time, et co nmen 't choi s i r l e r essort à
boudin.
1 . 1 . ne~ çri pt i. o r de l a l i a i s on en t r e l e3 dellx barres .
Fb:. 1
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Pour une de s cr i p t i on plus dé tai llé e d e la liais on en t re l es d eux be r -r-ea ,
o n s e repo rtera au Chapitre T.
Re ppe Le na s e u.ï.eae n t Que R es t un r ou Leœen t à billes e t V un e vts
qu i perne t de régl er l a lo ngueu r du ressort . (voir " i g . 1) .
1 . 2 . ~lel". ce$v ec u I1reSflo rt s pira l.
so i t 10 la Lo ngueur- du ritisor t li vid e e t I la longuo1Jr du r-e eeor t
t end u . Ave c l 'appro xi mation des pe tits angles , l es t le même dana les
d eu x pos i t i ons du r a nd ee à la figure 1.
\ '
Fig . 2 .
Si T dés igne l a t ension du res s o r t, l e eo ee o t d e
lllOd'üe (v o i r Fig . 2 ) .
7,Plo '" leT 3inf3 )r l
s o i t , av e c l 'appr oximat i o n d es pe t i t s ang l es
en 0 a pour
- 1')1 -
"J'où le mment :
k ciésiene lu raideur du ressort à boudin, on a T = k(l-lo).
Or si on avait un ressort s p.lra l de constante de torsion k, le momerrt Cie
rappel aurait pour modu Le :
On en déduit que, 1.8 ressort à boudin de r a'i.d eur- k, allongé rie 1-1
0
est équivalent à ur: ressort spiral de constante de to rs i.or, k tel que
1.2. Con3tcnte de lors ion en fonction de l'allo;u;ement du ressort.
T)ans l'étucie théorique, on étudié l'influence del ra~90rt ex = ~/rlLe:l
sur le comportement du tandem de barres. Ici, ail lie,l d'étudier k en
fonction deI' alloneemeC'lt du ressort, OE étudiera ex.
Posons :
1- lo qui est l'allongement du ressort.
On obtient, cJe (1) :
0: mgl = k o(r+l
o
+(5) lor + Ô
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Et on o btien t <me cout"b c 6 ( 0:) Qu i ~ l t e l Lu r-e e i - de 3S0115
12~0. .. k / mg l
0. 5 1
Fi g . 3
2 . pé t e rmir'.9.t i on théori.~'le d e la r ai<:\etlr k du re:Js or t h bouc i n,
Pou r 'l e pro cu rer un ressort à b oudin , i l fau t donn e r au fabr i c ant hi.
va leur d e Le r aid eur qu e li on dé s i r e , e t l a l ongu eu r du r es so rt .
I ci l e pr oblème d e la dét erminatio n d e l a raid eur du r-œ ao r-t es t
lié a Uss i au pr oblèm e d e dim e:'lsionn emflnt d e l a pa rtie tri an gulll.ir e
li la lia i s on des d eux b a rres ( cf. re l a tion ( 1 ) Oll figur e aussi r ,
taut eur- du triang l e ) .
La va j eur- d e r es t c re ra t e é ga t e à : 3 . 5 en ,
On es time alors d es l ong ueu r s " r a is o nnab l es" pour l e ressort .
Poli r a = 0 .85 co r r es po nda n t à. un r es sort "aaaez r a i de" , on dés i r e
qu e l l allongc.:ne.-It s o i t de 1 cta, po ur- une Lo ngueur- init i a le d e 3 c m.
Av e c mgl ~ 0 . 1716 SI . on trouv e k == 222 Nlm au 226 e r IC[ll .
3. Que lcues cons i dé r a tions :'lu r l e rfl flsor t ré e l1e'1\e nt ut i H !!é
En fait , l a var e ur d e l a raid enr du r essort Qu e nous ave ne pu no-re
pro cur er , v au t k '" 176 gr/c'n . >:I o it 17 2 t'lat ' , av ec u ne kneer-t Ltud e
de '0 g r / c m. (d 'aprè s d e" mO"l ur es fa i t os pa r nous -mêmes) .
La r ela tion ( 2 ) don ne alor s , av oc l es ve.iec re nul'llfiriQuf! :l
6 = 3 . 4(1-0 .02463 (l;i().1 7512 i)l.k - '3. 4 + 1 .4252'5 Il
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Et a lors , si l es eaaeee , Io ngu ear- a , la va l etr c i_ des s ':.l8 d e k
exa c tes , on au r a i t l a co urb e su Ivan t e d e ô en f on c tio n d e a .
)-10 " <5 (r:l1Tl)
17
Fi g .4
On s e rappe l le qu e 0: " 0 . 75 es t l a va Leu r- ((lxllo t e ) de non-coomma ndeb i Id t é
c = 0 .60 e3 t la v ë Le.rr- (eppr o c zé e, ex ac t e a i ~ =0 ) d e non cb e erv ab L;
l ité . 7r.é or iQu ement don c on ea t d ans c e do=1ne " r ea ec r-t r aid e " pou r
Ô > 12 mm, "r-eaa c r t s o upl e " pour a '" 0 . 30 , soit ô or;: 4 1lllII , es t en
" ZOn e dou Lere e'' en t re c es d eux limit es .
Le coc pcc t eaent "raide" peut auss.I ê t r e dé tec t é d ' .lne autre f a çon . On
s e r-a ppe Ll e qu e la val eur a = 3/4 co r r es po nd à la non co eaen da e t.Lt t ô, Illais
aus>:!i à L t appa r-i t d.on du merle os cillant . Par ë Ll Lëura , ai l t c n mai nti en t la
bar r e du bas ra.xe (J 'angl e 81 fi~é ) e t qu e l ' on pe'l t trO,J,v er un e pc e Lt ro a
d 'équi lib r e pour l e t a nde:n de barr e ( la barr e du haut es t a lo r s non
n éc es ea f.r ement sur l e pr o l onge"'en t d e la b ar re du bas , ma i s inc liné e d t u n
angl e 82 ), o n peu t dir e QUe l 'o n es t dana le mode c a c Ll Ian t ( e t non pas da ns
l e Clade i nstab le). On e e ra ppell e Qu e l ' on a , en l ' abs enc e de comma nd e
Don c , à 8
1
fi xé , fi? es t en !!Od e o s ci lla n t si f -c O. Et o n s ait
qu e f =( 3g/14 l )( 8-11a ) ( cf § 1. 2 .2 . 1) , don c 82 es t en mode o s c i llan t ,
ft 8
1
f' Lx é , dè s qu e a ) a / l l , s aLt approx ima t ivement a plus
g rand qu e 0 . 727 .
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Pratiquement, nOlIS pouvons trouver un équ.ilibre du tandem de barres à 61
fixé pour un allorgement du ressorL de 0 - 10 mm. Ainsi nous avons url
'lloc.e raide c.ès que 0 ~ 10 mm et non pas 12 mm comme prévu (0.727 approche
0.75 ~ 3/4 à 30/0 près, alors que 10 mm approche 12 mm à 17 0/0). Ceci
est dû pr-ob ab Le.nerrt aux er-r-eur-a de mesures cie masses. On a r.o t.ammen t
triangle d e lilüson entre leG cleux barres et supposé
l'homogénéité des barres, ce qui n'est pas LOUL à fait exact. Cet écart
de qu e.Iq aes millimètres enLre le compo r t emen t réel et le com oor-t erren t.
théorique attendu paraîL assez satisfaisant.
1'),'ianmoins, nous aur-t.o ns dû noue procurer un ressort qui met plus en
évidence, par ses allongements, l'écart entre la zone "raide" eL la zo n e
"aouple"; En fait, le tandem a été conçu et réalisé avant que l'6tude
Lhéorique ne t t e en évidence cette différence entre un comro r t emer.t
"souple" et un comporLement "raide".
- 195 -
Annex e A2
Automat e donnan t l e sens d e ro t a t io n du moteur
Pour la ayn t hès e du c i rcui t , nous s u iv o-ia la dé mar che c l ass i qu e s u i van t e
( or [7] ) ,
t , Définit i on d ' a ne t.eb Le des é tat n à pa rtir de l a d ee cr-Ipt Ion fon c tionnell e
du c i r cu i t .
2. D6f initi on d ".lll e tab l e d e t ransition epr-êa avoir pr-o e-ld é à une eee ï.gnat t on
d e v a l eur s aux variab l es de mémor i s ation.
3 . Ecri t ur e des éq'.ret i oœ l og i ques donnant l es en t r ées des c i rcui t s de
mp.mo risa ~ion (ap rès avoir c hoi s i l e type des é téeente de lIlémortaation) .
4 . F,cr i t u re c ee éq aa t Io ns lo g i ques donnant la s orti e du c i r cui t .
S. 'l'r acé du s ché JlIlo élec t ron iq ue du ci r C;li t .
Rapp el ons d 'abord 11'1 "tru::1;ur e d 'un c i r cui t e équ en t f e I earncnrcne par l a







L' e n t ré e du c tr-c r t t séqu entie l ee t l e vec t eur (x
o
• • . • , lt
n
) e t l a
s orti e le vec t eu r- (z o ' •.. , 7.
111
) . Dans notre caa , nous avo ns un e en t r ée à
d eux COr:l)lo s a n t es : (xO,x 1 ) a t une s o r ti e s , Xo e t xl s ont l es
s ignaux gé né r é s pa r l es pho to d iod es e t z es t un élé ment bina ire v aj an t 1 ou 0
s e Ion l a pos Lt âon r-e j a t Iv e d ag e Lgnecx X
o
et Xl ' e t . indiq uan t d e ce
fai t , u n s ens do r otation ou un autre .
Les aor-t Les d 'un circu i t e équ en t Lë L dép end ent non e eul ce en t des
en tré es prés entes . mai a aus si du passé d e c es ent ré es , il es t a Io re
n éc es s e Lz-e d 'avo ir un c i r c lli t d e œ mor iaation qu i ~mris e l es entré es
ou un e coœb dna to Lr-e pe r t i nen t e de c el l es - c i . Dt où Le3 va r iabl es yo 'y, • • . . Yr
d e mémor-t s a t t o n , Le noeb r e de v er-r ee ï ee dép end du noebr-s d t é t e t e à.
mémor is er.
Et l es sorti es du c i rcu i t résult e n t d ' un e eo eb Lne to Lr e d e", en tré es
prés en t e s et œs va l eu r s eé eo r i sé e a ,
1 . Déf i r:i t i or: cl ' ur:e t ab l e d es états il Dart i r d e la de s c!"ip tion fon cti on nelle
d e l ' auto mat e .
1 . 1. Dee cr i pt i on for.ct io nne lle d e l ' autQMat e
Un di s que a t vrc é en s ec t eurs noirs e t r é f l é ch i ss ants su.rmont e l ' ar-or e
du œ tear- , {Nous en avo ns d es s iné qua t r e d e chaqu e cout eur , mais l e
raiso nne:llent est l e mê"le pour u n no mb r e plu!! é L ev é , en f ait é ga l à. 8
dana no tre réeï ra a t r a n },
r-0Xo
J,Pho tod iode
Fi g . ?
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Les d eax pho to d t c dea e t un c i rcuit de c is e e n fOr'lle de s s i gn a lU
( cf . s c héma nO 6 ) donn e n t la su c cessi on d es en t ré es de l 'auto:1Ul.t e
xOX, • 10 .11 . 01. 00 . 10 • • • • s i l 'arb re to ur ne da n", l e s ens co n t r-a i.r-e d es
aig'"",ill e"~ d ' '..Ine oont r-e , et la su c cee a Lon xOx1 =0 10 , 00 .01. 11 . 10 , • • •
qua nd L t a rb r e t ou rne dans l 'aOltr e cens ,
Ca s ort i e z d e L t a u bomet e à f ab r i cuer s era r-ea pec t Ivem en t dans
l e premier a ene , e t z =0 0 dans l 'au t r e .
t . J. llé f in iti or. :l.' :>.!'.e tab l e des é tats .
On pe ut co ndens er la su cc ess i on d e X
o
el x l da ns u n s en I d La g r-amme





=10 , OO. 01, 11 , 10 • .•• ) e t d e dro i t e à ga uc he pou r le s ens
z = 1 (XOlt1=10 , 11 .0 1 , 00 .10 , • • • ) e t , xo e t Xl dispoSfl3 co mme e r-ue es cu s
Fi g . 3
Gr â ce à ce d Lag r-a mme t en pc r-e.l , no us défi n i ro n s l a tab ~ e de s é ta ts , qui
r é sumera le conpo r-t ement du c i r cu it dans to us Les ca s d e f i gur e pos s ib l es .
Quand 2 = 0 et x
o
x1 '" 00 , nous ap p e Io na 1 Lt é t e t du c i r c u i t . I)e
eêe e jusqu 'à L té t ë t 4 où lI:oll:\ "" 10 ( cf .Fig. 3) .
Quar.d 2'" 1 e t ltox , " 00 . nous ap pelons 5 l ' 6ta t cu c i rcu i t. De
même j U$Qu ' à l ' é t a t D où x
o
x 1 '" 01 :l:f . Fi/< .3 )
NoJ..."I r-empl f as o na a i ns i l a t ab le des é t a t s ( vo i r t ab le Tl J. Ave c
xOx\ = 00 Z • O. l 'éta t 1 ee t un é tat s t ab l e . D' où la v a leur
enc er c l é e 1 .
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ELanL dans cet éLat, si l'entrée :;evie'1L
eL le circuit passe une phase 2
01, z cons er-v e la valeur 0,
(étaL Lno t.ab Le )





le moteur co n t Lnu e à tourner cians le même sens,
x
ox 1
varient de 01 à 00, et on a les t r-ans it i.o ns
Il en est de même quand le mot.eur- tourne dans l'autre sens, c'est-&-cire
le sens OÙ "~1. Dans ce cas, x
ox 1 vaut 00 et l'état est 5, puis
x
ox 1
vaut 10, l'étaL passe par 6, puis 6 (4e colonne du tableau).
Ainsi, pour z = 1, les transitions sont
- 6
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Fnv Ls ageo ns ma i n t er an t le cha ngenen l. de s eris de r-o t at.Lcn , exempl e ,
rétunt dans le sens z = 0, avec comme entrée x
ox 1 = 00, le moteur change
ae sens de r-o t a l.'Lon , prochaine eEtrée alors =10 (Fig.]), conf'o r-némerrt
au sens z = 1. Alors, le circuit par l'état "î fie;uré à la
ciernière colonne et première ligne cie la Tab l e ';'1 pour passer ensuite à
l'é La L staole 6 fi~lr6 à la wêt:le colonne et dernière ligne.
On a ainsi bien un changement de sortie, z valant 1 à cette lie;ne.
De même les trUD:l i tions :
Lno Lcu errt un c hange'nen L du c er.s de r-o t e.t i.o n de
que les t r-ans i.z l.ons :
(2)- ? - CD 1 Œ) - 1 -C} (jj - 4 - Œ)
0- :3 -CD
do nn en L le changement de z 1 à z o.
? .ùéfini tion ci'une table de transition après avoir procédé à une
assignation de valeurs aux variab les de mémorisation.
?1. Assignation de valeclrs aux variables de mémorisation.
?1 .1. Fusionnement de lignes.
la tab le cies t.r-ans i, tions 'l'1 comporte El états et il f'aud r-aj. t donc
'3 b as cu les à 2 é t.al.s pour mémoriser l'état du sysLème. Cepeno.t n t on
observe 'lue du point 'lue des t r ann i t i.one possibles certaines lignes
par exemple la l i.gr.e de l 'é Lat stable 1 et de l'état
f a'Lt que la comb inaison ci' entré e 11 est impossib le d ans
et 01 impossible pour ®. Avec ce prir-cipe on p eu t fusionner
4 lignes et obtenir une table T2 simvlifiée à 4 lignes
(4 états).
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On peut donc mômoriser l'état (lu système avec bascules. La fonction
de sortie z est alors une fonction de } 'étaL et de l'entrée pu i.no u s ,
du faiL des fusions, à un état peut correspondre 2 valeurs d e z suivant





2 e et 5e lignes de la table T1 fusionnées.
'5e et 6 e
1è r e et Se 11
2.1.? Assigy'ation de valeurs aux variables de mémorisation
Les quatre lie;nes du tableau T? précédent montrent que l'on a besoin de
deux bascules (4 états des sorties: 00,01,11,10).
Appelant y 0' Y1 les sortles des deux bascules, on va assie;ner cie la façon
suivante.
- les états stables ® et 0 cor-r-es pon.n-o n t aux sorties des
bascules 000.
~) et 0 correspondront aux sorties des
c01.o et 0 correspondront aux sorties des
~ 11.
8 et 0 corresyondront aux sorties des
bascules Y
OY 1 10.
_ 20 1 _
Ta b l e T3
On ob t i e nt a lors l a t ab le d a t r ansit i on qui do nn e la t r ane d t t c n d es s o r t i es
d e b au cu I ee , soit de (Yo' Y1) à (y;,y;l s ous l ' infl 'Clen c e d 'u ne en t r ée (XO, I , )'
On v érifi e qu e l ' as s i gns tio n n ' in t r odu i t pee d e "cca r ae'' en t r e 18:3 va r i ab l es
d e mémor isa tion (cf. [7] ) , c ar q uand o n peaa e d ' un é tat stab l e à un a utr e ,
un e s eul e variab l e C~8 à l a f o is .
3 . Ecr iture de s éc uatio ns l o gi ou es donnan t l e:'! en tr4 es dM b R'Ic ull'J s .
3 .1 . RR.!1p e l d e l a tab l e CI e t r a nsition d ' n n c ba s Clll e R. S Il. por tos NAIID.
La bas c' Il e Ils su ivant e :
Fig .4
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a pour table de transition la Lab.l e L'4 (cf. [5], [7]) qui se lit de la
façon suivante: pour avoir la transition Q - Q+ des deux colonnes
de gauche, il f au t apIJliquer aux entrées S et R les fiGurées dans
les deux colonnes à cro L Le. Par exerip l e , on lit à la ligne, que,
pour avoir La transition 0 - 0 de Q, il faut faire R ~ 1 et S ~ x,
c'est-à-dire indifféremment 0 ou 1.
"able 1'4
'3.2. Ecritu.re des éguations donnant Les entrées des bascul es.
'3.2.1. Détermination de So et R
o
(1 è r e bascule)
= 0, la table (ie transition "4 donne uLor-s le t.ab l eau
Yo· (voir table T5). Enfixani Y1 =1, on






On ob t i er.t. alors, grâce à la Lable de transition de la bascule R.S rappelée
plus haut , .Les tab Les de Karnaugh ci-dessus pour S0 et R
o










1- x x + x oX10 01
Soit, si L'on v eu t u r i l Ls e.r tes c Lrcu i t s intégrés à porter
5.2.2. Déter:nination de 3 1 ~ R1
Je façon analogue, on oo t i.e.rt , à partir de la t ab Le T'5, indépendamme~.t è.e












On en d?r!uit : + x x01
soit,
4. Ecriture des éouations (tonnanL la "oriLe du circuit.
l.e tableau de t.r-anrri t.fo n 1'3, les tableaux '[';0 et '::1, donnent, "e façon






z ~ ab cd
5. Tracé du schéma électronique.
Les équations lo[!;iques prc;c,;clentes (obtenues en tenant comp t e du fait
que l'on va utiliser les portes NA':1'D en circuits iELé[!;rés) do nn en t
directement le schéma ci-après
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Annexe A "5






où p et q ao nL o es réels quelconques, X un vecteur de R2
scalaire.
Nous avons un système
nous allons trouver
a deux r-ac i.r.ea co c j.Lexes conjugué es,
de discrétisation qui soient tels que les
systèmes discrets associés ne soienL ni commandab les, ni observab Les.
1 - ExÜ,tence des pas h teb gue e l1F soiL une matrice proportionnelle à L,








X:n +1 = F dXn +Gdun
y n ~ HX
n
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cx...:!: jw racir:es X2-pX-q
2. Non ccmmandab ili té
(le cas q 0 esL facile à traiLer et n'entre pas dans le cas de deux
racines complexes conjuguées).
I
h l~ohjl( etFdt)G (_1)k (e cxh_1)
o
none x 2 n'est pas commandable. La Fig.1 représente l'allure de x 1 (t)
- 209 -
s u r d eux pas c e d is c rétisatio n. On a pr is k = 3 et (1 < 0 (o s cillat i on
a eo r-t c,e ) , La non co mmandab ilité de x2 e xpr tua la pro portionnalité
oies v ites s es eux demtc pér-tod es , I l y a pro po rtionna lité av ec i n v ersio n
u,





d e signe e L le nombre d e d emi_ pér io d83 est impair e t pr opcr- t.t onnaj t t é av e c
cons erv a tion du signe si l e no mbre d e de :r.i _péri od es 83 t pe t r-, ( &1 fait
c e s on t d es pa eudc-cpé r -iodea e t no n pa s des pé r i od es ) . Et la. pr oport ionn ali té
es t indép end a nt e de la co mmand e ,
3 . Kon eas ervab t It t é ,
Ave c h = kltk , nou s av ons un sy stè me de l a f o rme : (of (1 ) e t ( 3 » .
Xl (l'•• t ) = \:xl (n) • a u (n )
x2 (n., ) ". kx;>(n )
I l es t c l a i r que x2 n ' m t pas obs ervabl e car x2 év o l ue indé pe nda mmen t





1 - La commande du hacheur.
2 - Convertisseur donnant la mesure de G.
3 - Convertisseur permettant la visualisation de signaux divers.
4 - Comptage et affichage de la position.
5 - Détection du sens de rotation du moteur.
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